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8INF806 1
 8INF806
 Conception et analyse des algorithmes
 Les algorithmes probabilistes
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8INF806 2
 Test de primalité
 Entrée: Un entier n
 Problème: Déterminer si n est premier
 Lemme 1: Si n est premier alors x2 (mod n) possède exactement deux solutions.
 Remarque: Cela n’est pas vrai en général puisque:
 12 = 52 = 72 = 112 (mod 12)
 Lemme 2 (Petit théorème de Fermat): Si n est premier alors bn-1 = 1 (mod n) pour tout entier 0 < b < n.
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8INF806 3
 Nombres fortement pseudo-premiers
 Si n est premier alors on peut écrire n-1 = t·2s où t impair
 bn-1 = bt·2s = 1 (mod n)
 b(n-1)/2 = bt·2s-1 = a1 (mod (n)
 b(n-1)/4 = bt·2s-2 = a2 (mod (n)
 b(n-1)/2s = bt = as (mod (n)
 Déf: Un nombre n est fortement pseudo-premier à la base b si:
 1. as = 1 ou
 2. Il existe 1 ≤ i ≤ s tel que ai= -1
 Le premier ai différent de 1 doit être -1
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8INF806 4
 Algorithme de Miller-Rabin
 • Si n>2 est pair répondre que n n,est pas premier
 • Choisir aléatoirement b {2, … , n-1}
 • Déterminer si n est fortement pseudo premier à la base b
 • Si oui on répond que n est premier sinon on répond que n n’est pas premier.
 Lemme 3: Si n est un nombre impair composé alors il est fortement pseudo-premier pour au plus 25% des b {2, … , n-1}
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8INF806 5
 Événement probabiliste
 • Considérons une expérience faisant appel au hasard: expérience aléatoire
 • S: Ensemble de tous les résultats possibles : univers ou espace échantillon
 • Un sous-ensemble ES est appelé: événement
 • Ensemble de tous les événements: ℘(S)
 • Exemple:
 – Lancement de deux dés.

Page 6
						

8INF806 6
 Loi de probabilité
 • Fonction Prob:℘(S)ℝ qui associe à chaque événement ES une valeur Prob(E)0 appelée probabilité telle que:
 – Pour chaque E S on a
 – Prob(S) = 1
 – Prob() = 0
 – Prob(S-E) = 1-Prob(S)
 Er
 Prob(r)Prob(E)
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8INF806 7
 Indépendance
 • Soit E et F deux événements
 • L'équation
 Prob(EF) = Prob(E) · Prob(F) (*)
 n'est pas toujours vraie.
 Exemple: Lancement de deux dés: E := Les deux dés sont pairs: Prob(E)=1/4F := La somme est paire: Prob(F)=1/2
 • Déf. E et F sont indépendants si (*) est vraieExemple: E := Le premier dé est pair: Prob(E)=1/2
 F := Le second dé est pair: Prob(F)=1/2
 Prob(EF)=1/4
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8INF806 8
 Probabilité conditionnelle
 • Soit E et F deux événements
 • Probabilité conditionnelle:
 Prob(E | F) = Prob(EF) / Prob(F)
 • Exemple précédent: Prob(E | F)= ¼ / ½ = ½
 • Lorsque E et F sont indépendants alors
 Prob(E | F) = Prob (E) et Prob(F | E) = Prob(F)
 • Si B1, B2, ..., Bk, est une partition d'un événement E alors
 ki1
 ii )Prob(B)B|Prob(EProb(E)

Page 9
						

8INF806 9
 Variable aléatoire
 • Étant donné un univers S et une loi de probabilité Prob:℘(S) ℝ, une variable aléatoire est une fonction X: S ℝ telle que:
 1. Prob(X=a) = Prob( {sS | X(s)=a} )
 2. Si A ℝ alors Prob(XA)=Prob({sS | X(s)A})
 • X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes si pour tout A,B ℝ on a
 Prob(XA et YB) = Prob(XA) · Prob(YB)
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8INF806 10
 Exemple: Somme de deux dés
 Exemple: Lancement de deux dés. X est une v.a. représentant la somme des deux dés.
 X Prob Événement
 2 1/36 (1,1) 3 1/18 (1,2), (2,1) 4 1/12 (1,3), (2,2), (3,1) 5 1/9 (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) 6 5/36 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 7 1/6 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 8 5/36 (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 9 1/9 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3)10 1/12 (4,6), (5,5), (6,4)11 1/18 (5,6), (6,5)12 1/36 (6,6)
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8INF806 11
 Lois discrètesSoit X:S ℝ une variable aléatoire.
 • Variable uniforme: (Im(X)={1,2,…,n})
 Prob(X=r)= 1/n pour tout rIm(X)
 Exemple: X représente le résultat du lancement de deux dés
 • Variable de Bernouilli: (Im(X)={0,1})
 Prob(X=0) = 1 - Prob(X=1)
 Exemple: X est la parité de la somme des deux dés
 • Variable géométrique: (Lorsque Im(X) = N )
 Prob(X=n)=(1-p)n-1p
 Exemple: X est le nombres d'essais avant d'obtenir deux dés identiques
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8INF806 12
 Espérance
 Espérance d'une variable aléatoire X:
 • E(aX) = aE(X)
 • E(X+Y) = E(X)+E(Y)
 • E(XY) = E(X)E(Y) seulement si X et Y sont deux v.a. indépendantes
 Im(X)t
 t)Prob(XtE(X)
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8INF806 13
 Variance
 • Variance d'une variable aléatoire X:
 Var(X) = E((X - E(X))2)
 • Var(X) = E(X2) - E(X)2
 • Var(aX) = a2Var(X)
 • Soit X1, X2, ... , Xn, n variables aléatoires indépendantes. Alors
 Var(X1+X2+ ···+Xn)=Var(X1)+Var(X2)+···+Var(Xn)
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8INF806 14
 Calcul de l’espérance et de la variance
 • Variable uniforme: E(X)= (n+1)/2
 Var(X) = (n2-1)/12
 • Variable de Bernouilli: E(X) = p
 Var(X) = p(1-p)
 • Variable géométrique: E(X) = 1/p
 Var(X) = (1-p)/p2
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8INF806 15
 Inégalités
 • Markov:
 Prob(Xt) ≤ E(X) / t
 • Chebychev:
 Prob(|X-E(X)|t) ≤ Var(X) / t2
 • Chernoff: Soit X1, X2, ... , Xn, n variables de Bernouilli indépendantes deux à deux et telles que Prob(Xi=1)=p et Prob(Xi=0)=1-p. Alors E(X)=np et pour tout (0,1) on a
 Prob(X ≤ (1-)E(X)) ≤ e-E(X)2/2
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8INF806 16
 Exemple (1)
 • On lance une pièce de monnaie n>0 fois.
 • Au i-ième essaie: Xi = 1 si le résultat est face; Xi=0 sinon
 • Prob(Xi=1)=prob(Xi=0)=1/2
 • X = X1 + X2 + ··· + Xn
 • E(X) = n/2 et Var(X) = n/4
 • On veut montrer que pour tout >0 la probabilité:
 Prob(X ≥ (1+)E(X))
 est petite lorsque n est grand.
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8INF806 17
 Exemple (2)• Markov: Prob(X ≥ (1+)E(X)) ≤ E(X)/(1+ )E(X)
 = 1/(1+ )
 • Chebychev: Prob(X ≥ (1+)E(X)) ≤ Var(X) / [(1+ )E(X)]2
 = (E(X2)-E(X)2) / ((1+ )E(X))2
 = 1/(2n)
 • Chernov: Prob(X ≥ (1+)E(X)) = Prob(X ≤ (1-)E(X))
 ≤ e-E(X)2/2
 = 1/en2/4
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8INF806 18
 Algorithmes probabilistes
 • On suppose l'existence d'un générateur de bits aléatoires.
 • Séquence: b1, b2, b3, .....
 • Bits indépendants
 • Prob(bi=0)=Prob(bi=1)=1/2
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8INF806 19
 Machines de Turing probabilistes
 M=(Q, , , 0, 1, q0, F)
 – Q est un ensemble fini d'états
 est l'alphabet d'entrée
 est l'alphabet de la machine
 0 ,1 : Q x Q x x {-1, 0, 1} sont deux fonctions de transition
 – F Q est l'ensemble des états finaux
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8INF806 20
 Fonctionnement d'une mT probabiliste
 Comme une machine de Turing conventionelle (déterministe) sauf:
 • À la i-ième étape la machine reçoit un bit aléatoire bi:
 – Si bi =0 elle utilise la fonction 0
 – Si bi =1 elle utilise la fonction 1
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8INF806 21
 Temps d’exécution
 • Soit M une machine de Turing probabiliste.
 • Pour toute entrée w le temps tM(w) est une variable aléatoire.
 • E(tM(w)) est l’espérance du temps d’exécution de M sur l’entrée w.
 • On souhaite que le temps d’exécution de M soit toujours petit.
 • On peut être satisfait si dans le pire des cas l’espérance du temps d’exécution de M est petite, c’est-à-dire:
 est petit.
 (w))}{E(tMn|w|
 max
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8INF806 22
 Probabiliste vs déterministe
 Si un algorithme probabiliste A donne toujours une bonne réponse et fonctionne toujours en temps polynomial
 alors on peut remplacer cet algorithme par un algorithme déterministe B qui fonctionne aussi en temps polynomial.
 Il suffit de toujours choisir 0.
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8INF806 23
 La classe EP
 EP est la classe des problèmes pouvant être résolus sans erreur par une mT probabiliste dont l’espérance du temps d’exécution est polynomial.
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8INF806 24
 La classe ZPP((n))
 • Soit (n) une fonction telle que 0≤(n)<1
 • En particulier on peut avoir (n)=1/2 ou (n)=1/4 ou encore (n)=1/n
 • ZPP((n)) est la classe des problèmes pouvant être résolus par une mT probabiliste fonctionnant en temps polynomial et dont la probabilité d’échec est bornée par (n)<1
 En cas d’échec, la machine efface son ruban, écrit le symbole spécial « ? » et s’arrête.
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8INF806 25
 La classe BPP((n))
 BPP((n)) est la classe des problèmes pouvant être résolu par une mT probabiliste fonctionnant en temps polynomial et dont la probabilité d’erreur est bornée par (n)<1/2.
 En cas d’erreur, la machine produit n’importe quelle réponse.
 La borne (n)<1/2 sert à éliminer les situations absurdes (ex. problème de décision et (n)=1/2)
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 La classe RP((n))
 • RP((n)) est la classes des problèmes de décision pouvant être résolus par une mT probabiliste fonctionnant en temps polynomial et ne faisant aucune erreur sur les entrée devant être rejetées. Sur les autres entrées la probabilité d’erreur est borné par (n)<1.
 • co-RP((n)): aucune erreur sur les entrée devant être acceptées.
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8INF806 27
 EP = ZPP(1/2)
 • EP ZPP(1/2): Soit AEP un problème résolu par une mT probabiliste M telle que E(TM(w))≤p(n) où n=|w|.
 Inégalité de Markov Prob(TM(w) < 2 p(n)) > ½
 On arrête M après 2p(n) étapes et on répond "?" si M n'a pas trouvé de réponse.
 • ZPP(1/2) EP: Soit AZPP(1/2) un problème résolu par une mT probabiliste M telle que TM(w)≤q(n).
 On exécute M tant qu'il ne donne pas de réponse.
 X:= nombre d'exécutions nécessaires (v.a. géométrique)
 E(X) = 2 espérance du temps = 2q(n)
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8INF806 28
 Amplification probabiliste: ZPP((n))
 Théorème: Soit p(n) et q(n) deux polynômes. Alors
 ZPP(1 – 1/p(n)) = ZPP(1/2q(n))
 Preuve. Soit A un problème résolu par une mT probabiliste M avec un taux d'échec ≤ 1-1/p(n).
 Si on effectue t(n) exécutions indépendantes de M alors le nouveau taux d'échec sera (1-1/p(n))t(n)
 Prenons t(n) = (ln 2) · p(n) · q(n) (Remarque: t(n) est un polynôme)
 (1-1/p(n))t(n) ≤ [ (1-1/p(n))p(n) ](ln 2) q(n) ≤ e-(ln 2) q(n) (car (1-1/m)m ≤ e-1)
 = 2-q(n)
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8INF806 29
 Amplification probabiliste: RP()
 Théorème: Soit p(n) et q(n) deux polynômes. Alors
 RP(1 – 1/p(n)) = RP(1/2q(n))
 Preuve. Soit A un problème de décision résolu par une mT probabiliste M avec un taux d‘erreur ≤ 1-1/p(n) seulement lorsque A(w) est vrai.
 Si on effectue t(n) exécutions indépendantes de M alors le nouveau taux d‘erreur sera (1-1/p(n))t(n)
 Si au moins une réponse est « vrai » alors on est certain que la réponse est « vrai ».
 Analyse identique au cas ZPP((n)).
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8INF806 30
 Amplification probabiliste: BPP((n))Théorème: Soit p(n) et q(n) deux polynômes. Alors
 BPP(1/2 – 1/p(n)) = BPP(1/2q(n))
 Preuve. Soit f une fonction calculée par une mT probabiliste M avec un taux de succès s = ½ + 1/p(n) > 1/2.
 On effectue t(n) exécutions indépendantes de M et on choisis la réponse apparaissant le plus souvent.
 Définissons Xi=1 si on a la bonne réponse au i-ième
 essaie, Xi=0 sinon et X = X1+X2+ … + Xt(n) avec E(X) =
 s·t(n)
 Prob(X ≤ t(n)/2) = Prob( X ≤ (1-) ·E(X) ) où = 1 -1/(2s)
 ≤ e-t(n)·s·2
 /2 (Chernov)
 Si t(n) = (2 ln 2) · p(n)2 · q(n) alors Prob(X ≤ t(n)/2) = 2-q(n)
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8INF806 31
 Problèmes de décision
 • Considérons une mT M reconnaissant un langage L A*
 • Considérons un mot w A* (|w|=n)
 • Temps p(n) p(n) bits aléatoires
 • 2p(n) réponses possibles
 • Vecteur des réponses possibles: r1, r2, r3,…, rk
 – k= 2p(n)
 – ri = 0 ou 1
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8INF806 32
 BPP et PP
 • r1, r2, r3,…, rk
 • BPP=BPP(1/3):
 – Si wL alors pour plus de 2/3 des i on a ri = 1
 – Si wL alors pour plus de 2/3 des i on a ri = 0
 • PP:
 – Si wL alors pour plus de 1/2 des i on a ri = 1
 – Si wL alors pour plus de 1/2 des i on a ri = 0
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8INF806 33
 RP et NP
 • r1, r2, r3,…, rk
 • RP=RP(1/2):
 – Si wL alors pour plus de la moitié des i on a ri 1
 – Si wL alors pour tous les i on a ri=0
 • NP:
 – Si wL alors pour au moins un i on a ri = 1
 – Si wL alors pour tous les i on a ri=0
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8INF806 34
 co-RP et co-NP
 • r1, r2, r3,…, rk
 • co-RP=co-RP(1/2):
 – Si wL alors pour tous les i on a ri 1
 – Si wL alors pour plus de la moitié des i on a ri=0
 • co-NP:
 – Si wL alors pour tous les i on a ri 1
 – Si wL alors pour au moins un i on a ri=0
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8INF806 35
 ZPP et ZPP*
 • r1, r2, r3,…, rk
 • ZPP=ZPP(1/2):
 – Pour plus de 1/2 des i on a ri?
 • ZPP*:
 – Pour au moins un i on a ri?
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8INF806 36
 ZPP* = NP co=NP
 • ZPP* NP: On répond 0 au lieu de « ? »
 • ZPP* co-NP: On répond 1 au lieu de « ? »
 • NP co-NP ZPP*:
 Si L NP co-NP alors L est reconnu par un algorithme A de type NP ainsi que par un algorithme B de type co-NP.
 On construit un algorithme C de type ZPP* qui exécute d’abord A et ensuite B:
 – Si A répond 1 alors on est certain que w L et C répond 1
 – Si B répond 0 alors on est certain que w L et C répond 0
 – Sinon C répond « ? »
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8INF806 37
 Relation entre les classes de problèmes de décision
 BPP
 P
 RP
 ZPP
 co-RP
 PP
 NP
 NPco-NP
 co-NP
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8INF806 38
 NP PP
 • Soit M une mT de type NP qui reconnaît le un langage L en temps p(n)
 • r1, r2, r3,…, rk
 – Si wL alors pour au moins un i on a ri = 1– Si wL alors pour tous les i on a ri=0
 • On utilise 2p(n)+1 bits aléatoires où les p(n)+1 premiers bits sont interprétés comme un entier 0 ≤ z ≤ 2p(n)+1-1
 – Si 0 ≤ z ≤ 2p(n) alors on simule M 2p(n)+1 cas sur 2p(n)+1
 – Si 2p(n) < z ≤ 2p(n)+1-1 alors on accepte 2p(n)-1 cas sur 2p(n)+1
 • Si w L alors on accepte dans (2p(n)+1) + (2p(n)-1) ·2p(n) > 22p(n)+1 /2 des cas.
 • Si w L alors on accepte dans (2p(n)-1) ·2p(n) < 22p(n)+1 /2 des cas.
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 Relation entre les classes de fonctions
 BPP
 P
 ZPP
 PP
 ZPP*
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