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Analyse Numérique
 Mondher FRIKHA
 Maitre assistant ISECS
 Chapitre 1:
 Arithmétique numériques et Analyse d’erreurs
 Cours réservé aux étudiants de mastère pro. en Informatique Industrielle
 A.U. 2010-2011
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Plan du cours
 • cours: 10,5h (7 séances de 1,5h)• TD: 6h (4 séances de 1,5h)•TP: Pas de séances de TP
 Analyse Numérique : Branche des mathématiquesappliquées qui connait un essor considérable
 • Introduction au calcul numérique & Analyse d’erreurs• Résolution numérique des équations non linéaires.• Interpolation polynomiale et approximation de fonction.
 But du cours : Survol des principales méthodesnumériques élémentaires et couvre plusparticulièrement les sujets suivants:
 appliquées qui connait un essor considérable
 2
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Table de matière du chapitre
 • Introduction à l’analyse Numérique
 • Analyse d’erreurs
 • Arithmétique numérique
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Définition de calcul numérique
 • Calcul (issu du mot latin calculus) numérique est
 Analyse Numérique ↔ Analyse + Calcul numérique
 But: Etablir quelques méthodes d’analysenumérique et leurs outils
 • Calcul (issu du mot latin calculus) numérique estune discipline qui traite de la conception, l’analyseet l’implémentation d’algorithmes pour la résolutionnumérique des problèmes mathématiques continusqui proviennent de la modélisation des phénomènesréels. Les calculs numériques donnent toujours dessolutions approchées.• Méthodes numériques: Approximation des solutionspour comprendre les problèmes.
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Calcul numérique : réalité industrielle
 • Avec les progrès foudroyants des performances des ordinateurs, le calcul numérique devient de plus en plus réalisable et souple.
 Plusieurs applications:
 • recherche et développement• modélisation•Simulation•organisation de la production•optimisation et planification •prévisions (à longue et courte durée)•fiabilité.
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Sujets récurrents en calcul numérique
 • La solution numérique d’un problème mathématiquene peut être plus significative que le modèle même• Problèmes qui ne peuvent être résolus directementsont approchés par des problèmes plus simples.
 • Usage fréquente des résultats de l’algèbre linéaire• Usage fréquente des résultats de l’algèbre linéaire• Souci pour l’amplitude des erreurs.•Souci pour la stabilité des algorithmes.•Souci pour la complexité et la performance du calcul.
 Mettre en tête que:L’utilisateur est intelligent; le logiciel ne l’est pas.
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L'analyse numérique s'occupe principalement de deux aspects primordiaux:
 Trouver la solution de problèmes réels dont la solution analytique n'est pas connue• En approximant les phénomènes, les équations, . . .
 Principe d'une méthode numérique
 • En approximant les phénomènes, les équations, . . .• Souvent par des méthodes itératives qui s'approchent de plus en plus de la solution exacte• En approximant la solution. . .
 Analyse du comportement des méthodes• Efficacité, complexité• Ordre de convergence• Robustesse, sensibilité aux erreurs d'arrondi
 7
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Quelques définitions
 •Algorithme: Suite finie de règles à appliquer dans unordre déterminé à un nombre fini de données pourarriver, en un nombre fini d'étapes
 Les algorithmes sont intégrés dans des calculateurs par l'intermédiaire de "programmes".
 Attention: tout algorithme proposé pour résoudre un problème a un coût en termes de temps de calcul
 Souci : dés le début d’un travail il faut s’orienter pour la recherche de la bonne solution
 8
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Ecriture d’algorithme
 Tout algorithme sera nommé et désigné par uneécriture du type (d1,…,dk→r1,…,rs)
 (d1,…,dk ): paramètres d’entrée ou données(r1,…,rs): paramètres de sortie ou résultat(r1,…,rs): paramètres de sortie ou résultat
 Inclure des commentaires décrivant le fonctionnement de l’algorithme:
 En-tête: constitué de la description (type, format, signification) des paramètres d’entrées et de sortie
 Corps de l’algorithme: qui est écrit en pseudo code
 9
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Ecriture d’algorithme: Exemple
 Résoudre l’équation ax+b=0 , Chercher l’ensembledes solutions S={x R / ax+b=0}, (a,b) R∈ ∈
 • Si a=0 →si b=0 alors S= R,
 si non (b 0 alors S=
 • Si non (a 0) , S={-b/a}
 ≠ ∅
 ≠
 10
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Ecriture d’algorithme: Organigramme
 Organigramme: c’est une description symbolique des différentes étapes d’un algorithme
 On utilise les symboles suivants:
 Pour décrire une commande, une donnée…
 Pour décrire un test
 Résoudre l’équation ax+b=0 , (a,b) R∈Pour décrire un test
 Début
 Donner a et b
 a=0
 S= RS=-b/a
 Fin
 b=0 S= ∅O N
 ON
 11
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Du modèle au problème mathématique
 L’utilisation d’un modèle pour la résolution d’un problème pratique passe à travers la résolution d’un problème mathématique.
 Problème applicatif Problème mathématiqueConstruction du modèle
 Les modèles mathématiques continus prennenttypiquement la forme d’un ensemble d’équations(algébriques ou différentielles) et/ou inéquations avecparamètres (connus et/ou inconnus).
 Problème applicatif
 Solution mathématiqueSolution du problème
 Résolution numérique
 Résolution analytique
 Interprétation
 12
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Problème mathématique
 Un problème mathématique continu est une relation fonctionnelle F entre un ensemble de données d et une solution x.
 On peut distinguer entre deux formes de problème:
 Forme explicite: x = F(d)Forme explicite: x = F(d)
 Forme implicite: F(x, d) = 0
 Selon la nature du problème, la solution x et lesdonnées d peuvent être représentées par desmatrices, des nombres réels ou des fonctions.
 13
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Problèmes bien/mal posés
 La notion de problème bien/mal posé a été introduite pour la première fois par Hadamard en 1923.
 Définition (Problème bien posé). Le problème mathématique x = F(d) est bien posé si la solution x
 existe,existe,
 est unique,
 dépend continûment des données d.
 Autrement le problème est dit mal posé.
 Nous ne considérerons dans le cours que des problèmes bien posés.
 14
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Analyse d’erreursAnalyse d’erreurs
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Nombre approché
 Un nombre approché x* est un nombre légèrement différent du nombre exact x et qui dans le calcul remplace ce dernier.
 • Si l’on sait que x* < x, x* est dit valeur approchée du nombre x par défaut;nombre x par défaut;
 • Si x* > x, x* est une valeur approchée par excès.
 • Soit x = √2. Le nombre x* = 1.41 est une valeur approchée par défaut, alors que le nombre x* = 1.42 est une valeur approchée par excès.
 • Si x* est une valeur approchée de x on note x*≈ x16
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Erreurs: Analyse et conséquence
 Chaque analyse numérique doit se confronter avec une certaine dose d’erreurs.
 L’un des plus importants enjeux de l’analyse numérique est l’analyse des erreurs
 L’erreur = ∆x = x-x*
 • Qu’est-ce qu’une erreur?• D’où viennent les erreurs?• Quelles conséquences ont-elles?• Comment analyser leurs effets?
 Il est toujours demandé de répondre aux questions suivantes:• Quelle est l’erreur commise sur une solution calculée?• Que faire si cette erreur de calcul est grande?
 certaine dose d’erreurs.
 17
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Analyse inverse des erreurs
 L’algorithme est il responsable?
 • mal implémenté?• mal choisi?
 J’ai accès à l’erreur de calcul et je trouve trop grande
 • mal choisi?
 Le problème mathématique est il responsable?
 • mal formulé?• intrinsèquement instable ?
 Deux diagnostics possibles
 18
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Analyse inverse des erreurs
 • Conditionnement: mesure de la sensibilité d’une fonction à des perturbations de ses données.
 Pour discriminer 2 notions calculables
 • Erreurs inverses: mesure l’écart entre le problème à résoudre et celui effectivement résolu.
 19
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Conditionnement
 X Y = F(X)
 SolutionDonnée
 X + ∆X Y + ∆Y = F(X+∆X)
 Conditionnement K: Dérivée de Fréchet de F.
 X + ∆X Y + ∆Y = F(X+∆X)
 || || || |||| || || ||
 Y XKY X∆ ∆≤
 Mesure la sensibilité de F en Y
 20
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Sources d’erreurs: erreurs de modélisation
 Partie importante de l’analyse numérique consiste àcontenir les effets des erreurs introduites quiproviennent de 3 sources principales:
 Erreurs de modèle (de modélisation): ces erreursproviennent de l’étape de mathématisation duphénomène physique. Si le phénomène est trèsphénomène physique. Si le phénomène est trèscomplexe, il faut faire des simplifications… On nes’intéresse pas dans ce cours à ce type d’erreur
 Erreurs d’arrondi: ce sont les erreurs associées ausystème de numération. Elles sont dues au fait qu’unordinateur ne peut prendre en considération qu’unnombre fini de chiffres. La représentation de ces chiffresintroduit des erreurs qui peuvent s’accumuler lorsqu’oneffectue un très grand nombre d’opérations.
 21
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Sources d’erreurs: erreurs numériques
 Erreurs d’approximation ou de troncature: ces sont les erreurs associées aux processus infinis en analyse mathématique (par exemple l’utilisation du développement de Taylor fini, les séries numériques). Les erreurs de troncature s’accumulent
 Quantification des erreurs:Quantification des erreurs:
 Erreur absolue: ∆x =|x – x*|, x: nombre etx* approximation de ce nombre
 Erreur relative: Er(x)= |x – x*|/ |x| = ∆x /|x|Er(x) (%)= Er(x)*100%
 Difficile d’évaluer ∆x et Er(x) en pratique car onne connaît pas le valeur exacte de x.
 22
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Arithmétique numériqueArithmétique numérique
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Représentation des nombres en machine
 Informations traités par les ordinateurs sont composées de chiffres, de lettres ou de symboles.
 Les représentations des nombres à l’intérieur d’une
 But principal des ordinateurs est de résoudre rapidement les problèmes de calculs complexes et longs.
 Les représentations des nombres à l’intérieur d’une machine se fait selon deux méthodes:
 1. virgule fixe.2. virgule flottante.
 24
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Représentation des nombres en machine
 Un ordinateur ne peut représenter qu’un sous-ensemble fini de l’ensemble des nombres réels.
 Notations adoptées pour représenter les nombres
 Toute opération d’un ordinateur est entachée par des erreurs d’arrondi.
 Notations adoptées pour représenter les nombres réels sur ordinateur:
 1. Système à virgule fixe.2. Système à virgule flottante.
 25
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Bases
 Les ordinateurs emploient souvent trois bases:
 • b = 10, système décimalsymboles: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9Affichage des résultats
 • b = 2, système binaire• b = 2, système binairesymboles: 0, 1 (bits)calcul.
 • b = 16, système hexadécimalsymboles: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,A,B,C,D,E, Freprésentation compacte des binaires.
 (parfois la forme DCB est utilisée)
 26
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Notation à virgule fixe
 La virgule n’apparait pas dans le stockage du nombre mais sera placée par le programmeur dans le programme
 (Virgule virtuelle)
 x un nombre réel; sa représentation en virgule fixe est {[anan−1 . . . a1a0,a−1a−2 . . . a−m], b, s} où
 b ∈ Ν, b ≥ 2 est la base, s ∈ {0, 1} est appelé le signe
 ai ∈ Ν, 0 ≤ ai < b, i = −m, . . . , n sont les symboles,m désigne le nombre de chiffres après la virgule,n + 1 est le nombre de chiffres avant la virgule, et la valeur x est réel
 sx=( 1) a b
 n kk
 k m=−− ∑
 Si s = 0, x est un nombre positif, autrement (s = 1)il est un nombre négatif.
 27
 b ∈ Ν, b ≥ 2 est la base, s ∈ {0, 1} est appelé le signe
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Soient b = 10, n = 3, m = 6, s = 0. Alors
 • l’écriture à virgule fixe [0030, 421000] désigne le réel x = 3 � 101 + 0 � 100 + 4 � 10−1 + 2 � 10−2 + 1 � 10−3
 x= 30.421• l’écriture [0000, 043700] désigne le réel x = 0.0437.
 Exemples
 • l’écriture [0000, 043700] désigne le réel x = 0.0437.
 Soient b = 16, n = 3, m = 6, s = 0. Alors
 • l’écriture [0030, 421000] désigne le réel3 � 161 + 0 � 160 + 4 � 16−1 + 2 � 16−2 + 1 � 16−3 = 48.258• l’écriture [0000, 043700] désigne le réel x = 0.0165.
 28
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Notation en virgule flottante
 Un nombre flottant est composé de 4 valeurs:
 • une mantisse f (représente les chiffres significatifs),
 • un exposant E (puissance à la quelle la base élevée),• Une base β (=2 si binaire, =10 si décimale),• un signe s ∈ {0, 1}, 0 si le nombre est positif, 1 si négatif.• un signe s ∈ {0, 1}, 0 si le nombre est positif, 1 si négatif.
 En notation flottante le nombre réel s’écrit: (-1)sxfxβE.
 Exemples: 1x5,5x103=5500
 (-1)x2,7x10-4=-0,00027
 29
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Norme IEEE 754
 Révolution 1985: Norme IEEE 754 fixe la représentation des données et le comportement des opérations de base en virgule flottante.
 Norme IEEE 754 fixe:-Les formats des données-Les formats des données- Les valeurs spéciales- Les modes d’arrondi- La précision des opérations de base
 Objectifs: Permettre de faire des programmes portables et rendre les programmes déterministes d’une machine à une autre.
 30
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IEEE 754: formats de base
 En base β = 2, la normalisation de la mantisse implique que le premier bit est toujours un ‘1’ qui n’est pas stocké physiquement, on parle de 1 implicite.
 Format
 Nombre de bits
 FormatTotal signe exposant mantisse
 Double précision 64 1 11 52 + 1
 Simple précision 32 1 8 23 + 1
 L’exposant stocké physiquement est l’exposant biaisé eb
 tel que eb= e + b où b est le biais
 31
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IEEE 754: Exposant
 Les exposants non biaisés emin – 1 et emax + 1 (respectivement 0 et 2k – 1 en biaisé) sont réservés pour zéro, les dénormalisés et les valeurs spéciales.
 Non-biaisé BiaiséFormat
 Taille k
 Biais b
 Non-biaisé Biaisé
 emin emax emin emax
 Simple précision
 8 127 (=28-1 – 1) -126 127 1 254
 Double précision
 11 1023 (=211-1 – 1) -1022 1023 1 2046
 32
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IEEE 754: Valeurs spéciales
 • Les infinis: -� et + �; Ils sont codés en utilisant le plus grand exposant possible et une fraction nulle
 e = emax + 1 et fx=0
 • Not a Number: permet de représenter le résultat d’une opération invalide (0/0, (-1)1/2 ou 0 x �. NAN codé en
 -���� 1 11111111 00000000000000000000000
 +���� 0 11111111 00000000000000000000000
 NAN 0 11111111 00000000000000000001000
 opération invalide (0/0, (-1) ou 0 x �. NAN codé en utilisant le plus grand exposant possible et une fraction non nulle: e = emax + 1 et fx≠ 0
 33
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IEEE 754: Exemple
 • Pour retrouver le nombre réel ‘Xr’ à partir du codage, on
 utilise la formule:
 Xr = (-1)s x 2E-bias x 1.fx
 avec bias = 127 pour le cas simple précision et, avec bias = 127 pour le cas simple précision et, bias = 1023 en double précision
 Exemple:
 Xr = (-1)1 x 2129-127 x 1.(01)2 = - 5.
 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
 34
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On notera les opérations de l’arithmétique flottante comme suit:
 fl(x) la représentation d’un nombre x avec l’arrondi en n
 Arithmétique en virgule flottante
 On note fl(x) la représentation d’un nombre x avec l’arrondi en n chiffres après la virgule.
 fl(x) la représentation d’un nombre x avec l’arrondi en n
 chiffres après la virgule.
 x + y = fl(fl(x) + fl(y)), x - y = fl(fl(x) - fl(y));
 x x y= fl(fl(x) x fl(y)), x / y = fl(fl(x) / fl(y))
 35
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Arithmétique en virgule flottante
 Exemple: n=3, x = 1.235, y = 8.76x10-2,x + y = 1.32264;x y = fl(0.124 x 101 + 0.876 x 10-1)=fl(0.13276 x 101)
 = 0.133 x 101 = 1.33+
 Remarque:Remarque:
 Arithmétique en virgule flottante n’a pas les mêmes propriétés que l’arithmétique exacte, en effet:
 - l’addition n’est pas associative;
 - la distributivité de la multiplication sur l’addition n’est pas toujours respectée.
 36
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Troncature et arrondi en flottant
 Il faut recourir soit à la troncature soit à l’arrondi dans le cas où un nombre n’a pas une représentation binaire finie.
 Exemple: x ∈R, avec x= ±(1,b1b2…b52b53b54…)2e
 En effectuant la troncature avec n chiffres après la virgule, nous obtenons la forme en virgule flottante:virgule, nous obtenons la forme en virgule flottante:fl (x)= = ±(1,b1b2…bn-1bn)2e
 L’autre possibilité est l’arrondi. On ajoute 1 au (n+1)ième bit et on tronque le résultat.
 Remarque:
 En base 10, les mêmes idées s’appliquent sauf que pour arrondir, on ajoute 5 au (n+1)ième bit avant de tronquer.
 37
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