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Analyse Numrique

Mondher FRIKHAMaitre assistant ISECS

Chapitre 2:
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Table de matire du chapitre
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Introduction

Le problme de recherche des zros des fonctions nonlinaires est
frquemment rencontr dans le domaine

danalyse numriqueObligations dutiliser les mthodes numriques
pourtrouver les zros des fonctions polynomiales de degrs

Ce chapitre explique quelques mthodes permettantde trouver
numriquement les zros de fonctions nonlinaires dune variable
relle

Problme gnral: Etant donn f : Rp Rp,On cherche un vecteur x Rn
solution de f (x) = 0

Nous allons traiter le cas scalaire.

> ou encore es onct ons transcen antes a santintervenir des
sin ou exp, etc)

3
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Rappels danalyse

=

Comment trouver les zros des fonctions non linaires?

Nonpour lutilisation des mthodes directesObligation dutiliser
les mthodes itratives.

Exemple : Sif (x) = sin(2x)1+x = 0, la fonction gpeut tre:

g(x) = 1sin(2x),xR oug(x) =1/2Arcsin(1x), 0x1

manire quivalente sous la forme deg(x) = x.g est une fonction
dpendante de f non unique commele montre lexemple suivant :

4
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Rappels danalyse

-0.4
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f

y=1-sin(2x)

y=1/2*(Arcsin(1-x))
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-0.8

-0.6

y=x

On voit bien que f admet un unique zro [0, 1] et

que les graphes des fonctions y = x, y = 1sin(2x),et y =
1/2(Arcsin(1x)) se coupent en (, ).

5
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Ordre (Vitesse) de convergence

Soit xn une suite convergente vers . On appelle ordre de>

Rsolution de f(x)=0 : Problmes;

- Convergence- Complexit

Si r = 1, on dit que la convergence de (xn) est linaire.Si r =
2, on dit que la convergence de (xn) est quadratique.Si r = 3, on
dit que la convergence de (xn) est cubique.

par:1su p lim n sn

n

xr s t e lq u ex

+

+

= + <

6
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Ordre de convergence: Exemple

Soit a R*+. Soit la suite xn dfinie par:

x0 = 3xn+1 = g(xn)

Avec , Supposons que la suite xn convergevers a1/2 et son ordre
de convergence est gal 2.

( ) ( )2g x x x= +

Rp: 1

1

3

12)(

)(

n

n

n

n

aquand n

aa

aet que quand n

a

xx

x

x

+

+

+

+ +
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Critre darrt

Une fois construite la suite (xn) vrifiantg(x) = x. On

dsire dterminer une valeur approche dex avec unetolrance fixe
lavance. Un bon critre darrt delalgorithme numrique est le contrle
de lincrment :

(1) On constate la convergence : lorsque les rsultatsnumriques
se stabilisent.(2) On sarrte litration n0si on peut
montrerthoriquement que :

Pour tout n n0, |xn+1xn| <

8
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Mthode des points fixes

Gomtriquement, un point fixe correspond lintersection du graphe
de g avec la droite y = x.

Dfinition : Soit g une fonction continue. Le nombrex est un
point fixe de g sig(x) = x

Pour trouver le point fixe de g, on procde comme suit:-Donner
une valeur initiale x0 et une tolrance .- Poser x1=g(x0) et
k=1.

-Tant que |xk+1 xk| > , fairexk+1 = g(xk)k=k+1

- La solution est xk+1

9
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Mthode des points fixes

Lien avec les quations non-linaires :

Pour rsoudre une quation f(x) = 0 :

-Mettre lquation sous une forme g(x) = x quivalente.

-Calculer un point fixe de g, qui sera une racine de f.

10
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Mthode des points fixes: Convergence

Soit r un point fixe de g et en = xn r lerreurdapproximation de
r par xn

Dfinition1: La mthode des points fixes converge lordre p si:
|en+1| C|en|

p,o C est une constante positive.

C sappelle aussi constante derreur asymptotiqueDfinition2: Un
point fixe r de g est:- attractif si | g(r) | < 1.

- Rpulsif si | g(r) | > 1.

11

Thorme: r est un point fixe de g.Si g(r) = g(r) = g(3)(r) = ..=
g(k-1)(r) = 0 etg(k)(r) 0 alors la mthode de point fixe est dordre
k
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Mthode des points fixes: Remarques

R2: Plus p est grand, plus lerreur diminue rapidement.

R1: Comme lalgorithme du point fixe ne converge pastoujours, il
est ncessaire de prvoir larrt de laprocdure aprs un nombre maximum
ditrations.

dpend de la fonction g.

R3: Si r est attractif alors la mthode des points fixesconverge
vers r (avec un point de dpart x0 appropri).

R4: Si r est rpulsif alors la mthode des points fixesdiverge
(sauf si x0 = r).

12
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Thorme des points fixes

Exemples: Voir TD

13
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Mthode de dichotomie(Bissection)

But: Chercher les zros dune fonction continue f(x)

Mthode: Dichotomie ou Bissection: Approcher defaon prcise lun
des zros de f(x)

intervalle [a,b] tel que la fonction f(x) change de signecad
f(a).f(b)
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Dichotomie: entres et sortie

But: Donne une fonction continue f(x) et unintervalle [a,b] pour
lequel f(a) et f(b) sont de signescontraires, trouver une solution
de f(x)=0 dans [a,b].

Entres: a et b extrmits de lintervalle initial

: la prcision (tolrance) dsireItemax: Le nombre maximum
ditrations

Sortie: Valeur approche de x ou un message dchec

15
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Dichotomie: Algorithme

ETAPE 1: si f(a).f(b)>0 alorsImprimer (il ny a pas de
changement de signe)Aller ltape 9.

ETAPE 2: poser k=1

ETAPE 3: Tant que k Itemax, faire les tapes 4 7ETAPE 4: poser
x=(a+b)/2

ETAPE 5: si f(x)=0 ou , alors imprimer x; finb-a

2

ETAPE 6: poser k= k+1

ETAPE 7: si f(a).f(b)>0 alors poser a=x; autrement

poser b=x16
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Dichotomie: Algorithme (suite)

ETAPE 8: Imprimer (Aprs Itemax itrations,lapproximation obtenue
est x et lerreur maximaleest (b-a)/2).

ETAPE 9: Fin

Remarque: A chaque itration, lalgorithme construit unnouvel
intervalle autour de x qui est de longueur gale la moiti de la
longueur de lintervalle prcdent =bn-an = ( bn-1 an-1) = 1/2

n-1 (b-a)

Do lon tirelog(b-a)-logn

log2

17
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Dichotomie: Illustration Graphique

c=a+b/2a b

f(b)

M thode de la dichotomie

{ }pargnresuitelasoit

p

Nnn

Thorme :

18

f(x)

f(c)

f(a)

{ }

1

2

:avecversconverge0)(:problmedusolutionlasoit

,c o om eparrec erc eea gor me
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nn
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On considre la fonctionf (x)=exp(x)+3x1/2 2 surlintervalle [0,
1]. Le graphe de f obtenu avec

Matlab.

2

2.5

3

3.5

4

)

graphe de f

Dichotomie: Exemple1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1-1

-0.5

0

0.5

1

.f(

x

Si on veut utiliser la mthode de dichotomiepour estimer a une
tolrance = 1010 prs, il nous

faut au plus 33 itrations.(n

)

log(10)

10 1 33log(2)

19
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Exemple: Utiliser la mthode de bissection pour trouverles
racines positives de lquation: 5x2 + 11x -17 =0

Rponse: f(0)=-17, f(1)=-1, f(2)=+25, (1+2)/2=1.5f(1.5)=+10.75;
(1+1.5)/2=1.25

Dichotomie: Exemple2

. . . .

f(1.125)=+1.703125; (1+1.125)/2=1.0625f(1.0625)=+0.33203125;
(1+1.0625)/2=1.03125f(1.0325)=-0.338867;
(1.03125+1.0625)/2=1.046875

f(1.046875)=-0.0046386; (1.046875+1.0625)/2=1.0546875[1.05]

20
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Mthode de Newton

La mthode de Newton est base sur le

dveloppement de Taylor. Soit x* une solution delquation non
linaire f(x)=0; on a:

x xk

= x -xk

xk

+ x - xk

k2

En notant que f(x*) = 0 et en ngligeant lerreur

quadratique numrique on obtient la mthode de Newton:xk+1 = xk
f(xk)f(xk)

21
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Mthode de Newton: Algorithme

Les paramtres dentre sont:x0: approximation initiale: Tolrance
(prcision) souhaite.Itemax: nombre maximal ditrations

*

message dchec.

Algorithme:

- Etant donns un point initial x0 et une tolrance ,

- Tant que |f(xk)|> et k Itemax, fairexk+1 = xk f(xk)

f(xk)- Fait

22
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Mthode de Newton: Etapes

Etape 1: Poser k=1

Etape 2: Tant que k Itemax

, faire les tapes 3 6

Etape 3: Poser x = x0 f(x0)f(x0)

ape : x-x0 a ors mpr mer x ; n.

Etape 5: Poser k=k+1

Etape 6: Poser x0=x

Etape 7: Imprimer (la mthode a chou aprs Itemax)

Etapes 8: Fin

23
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Mthode de Newton: Remarques

R 1: La fonction f doit tre drivable

R 2: Il est essentiel de fixer une limite au nombre

ditration car la convergence nest pas assure.

R 3: xk+1 peut ne pas tre calculable si f(xk)=0 ou si xk

nest pas dans le domaine de dfinition de f

R 4: Cette mthode est souvent appele mthode de

Newton-Raphson

24
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M. de Newton: Illustration graphiques

La signification gomtrique de cet algorithme :

Menons par le point (xk, f(xk)) la tangente la courbef(x). La
pente de cette tangente est:

T(x)=f(xk) + (x xk) f(xk)

Si on cherche le point dintersection de la tangenteavec laxe des
x (on rsout T(x)=0), on retrouvexk+1 tel que dfini par
lalgorithme.Lorsque la convergence aura lieu, elle sera
trsrapide.

25
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M. de Newton: Exemple

Appliquer la mthode de Newton pour trouver lasolution de
lquation f(x) = e-x x =0

3

3.5

4

26

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-1

-0.5

0
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2

2.5
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M. de Newton: Ordre de convergence

La mthode de Newton est un cas particulier de la

mthode des points fixes avec: g(x)= x f(x)f(x)Et lanalyse de
convergence faite par cette dernire .

Thorme: En gnral, la mthode de Newton converge lordre 2
(convergence quadratique) et on a:

en+1

f(r) en

2f(r)

si r est une racine de f.

(On gagne 2 chiffres significatif pour chaque itration).27
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Mthode de la scante (Lagrange)

Problmatique: Il se peut quon ne peut pas disposerdun programme
qui permet de calculer f(xk).Do

lutilisation de la mthode de la scante qui estconsidre comme
approximation de celle de Newton.

xk+1= xk - f (xk) (xk-xk-1 )

f(xk) - f(xk-1)

,

allons utiliser la scante passant par les points dabscissesxk et
xk-1 pour en dduire xk+1 . Lquation de la scante:

f(x)= f(xk

) + (x xk

) f(xk

) - f(xk-1

)xk-xk-1

Si f(xk+1)=0, on tire:

28
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Mthode de la scante: Algorithme

Les paramtres dentres sont:x0 et x1 : deux approximations
initiales

: Tolrance (prcision) souhaite (dsire).Itemax: nombre maximal
ditrations

Paramtre de sortie x* valeur approche de x oumessage c ec.

Algorithme:

-Donner deux valeurs initiales x0 et x1 et une tolrance .- Poser
x2=x0 f(x1)(x1-x0) et k=1

f(x1) f(x0)-Tant que |xk+1-xk|> faire xk+1=xk
f(xk)(xk-xk-1)

f(xk) f(xk-1)k=k+1

- La solution est xk+1 29
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Mthode de la scante: Etapes

Etape 1: Poser k=2, y0= f(x0) et y1= f(x1)

Etape 2: Tant que k Itemax

+1, faire les tapes 3 6

Etape 3: Poser x = x1 y1(x1 x0)y1 y0

ape : x-x1 a ors mpr mer x ; n.

Etape 5: Poser k=k+1

Etape 6: Poser x0=x1, y0=y1, x1=x, y1=f(x)

Etape 7: Imprimer (la mthode a chou aprs Itemax)

Etapes 8: Fin

30


	
8/3/2019 An Num Chap2_ Analyse Numrique_MII_isecs

31/34

Mthode de la scante: Remarques

R 1: Comme cette mthode ne converge pas toujours,

il est ncessaire de prvoir larrt de la procdureaprs un nombre
maximal ditrations.

R 2: On peut prvoir dautres critres darrt.

R 3: La mthode de la scante ncessite deux pointsde dpart mais la
drive de f nest pas ncessaire

R 4: Cette mthode est souvent appele mthode de

Rgula-Falsi ou fausse position

31
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Mthode de la scante: Illustration Graphique

ca b

f(b)

M thode de la s quente

)()()(

=

afbf

abbfbc

32
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Mthode de la scante: Exemples

Rsoudre f(x)=e-x x =0 en utilisant la mthode de lascante avec
comme point de dpart x0=0 et x1=2.

33
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Mthode de la scante: Convergence

Thorme: En gnral, la mthode de la scante

converge lordre (convergence super linaire).1 52

+=

34

Remarque: Comme pour la mthode de Newton, on peut

trouver des exemples o la mthode de la scante ne

converge pas
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