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Fonctions lmentaires

1. Fonctions trigonomtriques 1.1. Dfinition et premires
proprits.

Soient un repre orthonorm et le cercle de centre de rayon 1.

Soit , tel que soit une mesure de langle orient ( )

Remarque :

Dfinition :

On appelle labscisse de et lordonne de .

Pour tout

, , on appelle

et pour tout , ,

Thorme :

Dmonstration

Thorme :

et

Dmonstration banale

Thorme :

a) b) c) d)

Thorme :

a) b)

c) (

)

d) (

)
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e) (

)

f) (

)

g) lorsque la formule a un sens.

h) (

)

lorsque la formule a un sens.

i) (

)

lorsque la formule a un sens.

k) lorsque la formule a un sens.

Consquences :

est une fonction dfinie sur , paire et priodique. est une
fonction dfinie sur , impaire et priodique. est une fonction dfinie
pour

, , impaire et priodique.

Thorme : Formules trigonomtriques

1)

2)

3)

(

) (

)

(

) (

)

(

) (

)

(

) (

)

4)

lorsque la formule a un sens.

lorsque la formule a un sens.

Thorme : Formules de duplications

1)
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2)

3)

pour

,

4) (

)

(

) pour

,

5) (

)

(

) pour

,

Dmonstration

1) avec entraine

Pour la seconde

Pour la troisime

2) avec .

3)

4) (

) (

) en changeant en

dans la premire quation du 1).

(

) (

) (

)(

( )

( )

)

( )

( (

))

( )

( )

Car (

)

(

) en utilisant la formule du 3) avec

la place de .

5) (

) (

) en utilisant la formule du 2) avec

la place de .

(

)

( )

( )

( )

(

)

( )

Car (

)

(

) voir ci-dessus.

1.2. Etude des fonctions trigonomtriques

Thorme :

Pour tout ,

Dmonstration
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Thorme :

Les fonctions , et sont continues partout o elles sont
dfinies.

Thorme :

a) est drivable partout o elle est dfinie et pour tout , . b)
est drivable partout o elle est dfinie et pour tout , .

c) est drivable partout o elle est dfinie et pour tout

,

Dmonstration

a) et b) admise

c)

et

Thorme :

Signe des fonctions et . a)

avec .

b) avec .

c)

avec .

d)

avec .

e) avec . f) avec .

1.3. Graphes des fonctions trigonomtriques

La fonction tant paire, on en dduit le graphe de sur , donc sur
, puis grce la priodicit de on en dduit le graphe sur .

La fonction tant impaire, on en dduit le graphe de sur , donc
sur , puis grce la priodicit de on en dduit le graphe sur .
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2. Fonctions logarithme et exponentielle

2.1. Fonction logarithme nprien

Dfinition :

On appelle logarithme nprien lunique primitive sur lintervalle
de la fonction

qui sannule en , on lappelle .

Consquence de la dfinition

1) est dfinie, continue et drivable sur .

2)

3)

Thorme :

est une fonction strictement croissante sur .

Dmonstration

Pour tout ,

, donc est une fonction strictement croissante.

Thorme :

Thorme :

Soit une fonction drivable valeurs strictement positive.

Si ( ) alors

.

Thorme :

Pour tout et pour tout ,

Dmonstration

Soit la fonction dfinie, continue et drivable sur par , tant
constant.

graphe de cos

-1

-0,5

0

0,5

1

x

y

/2 -/2-3/2

graphe de sin

-1

-0,5

0

0,5

1

x

y

/2 -/2- 2-2

graphe de tan

x

y

/2 -/2- 2-2
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La drive de f sur lintervalle est nulle, donc cette fonction est
constante.

Pour tout , . Ceci tant vrai pour tout , on en dduit le
rsultat.

Thorme :

Pour tout et pour tout , .

Dmonstration

Hypothse de rcurrence : .

Lhypothse est vrifie au rang deux donc lgalit est vrifie pour
tout , pour cest trivial et pour , donc on a bien .

Thorme :

Pour tout .

(

)

Dmonstration

(

) (

)

Do le rsultat

Thorme :

Pour tout et pour tout ,

Dmonstration

donc (

)

Thorme :

Pour tout et pour tout ,

Cest un rsum des thormes prcdents.

Thorme :

Pour tout et pour tout ,

Dmonstration

On pose

avec .

( ) ((

)

) ( )

Thorme :

Dmonstration
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Pour tout il existe un unique tel que , par consquent tant une
fonction strictement croissante, . Lorsque , donc et finalement
:

Thorme :

Dmonstration

(

) or

donc

Thorme :

est une bijection croissante.

2.2. Fonction exponentielle

Dfinition :

On appelle fonction exponentielle la bijection rciproque de la
fonction logarithme, on la

note ou .

Consquence de la dfinition

1) est dfinie, continue sur . 2) est strictement positif. 3) est
strictement croissante. 4) Pour tout et , . 5) Pour tout , et pour
tout , . 6)

et .

Thorme :

Dmonstration

{

La premire implication est une vidence et la seconde vient de la
consquence 5 ci-dessus.

Rciproque

{

La premire implication est une vidence et la seconde vient de la
consquence 5 ci-dessus.

Thorme :

est drivable sur et

Dmonstration

Comme ,

Thorme :

Soit une fonction drivable. Si ( ) alors ( )
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Thorme :

Pour tout et ,

Dmonstration

Il existe un unique tel que et il existe un unique tel que
donc

Thorme :

Pour , pour tout ,

Dmonstration

Il existe un unique tel que

Consquence :

Graphe des fonctions logarithme et exponentielle

3. Fonctions puissances.

3.1. Fonctions dfinies par avec .

Dfinition :

Pour tout ,

Thorme :

Pour tout , si alors

Dmonstration

On pose , alors et on applique la formule de la drive compose
.

Thorme :

1) Si alors et

2) Si alors

et

Dmonstration

1) avec , on a donc do le rsultat.

avec , on a donc do le rsultat.

2) avec , on a donc do le rsultat. avec , on a donc do le
rsultat.
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Thorme :

Soient et deux rels. 1) Pour tout , .

2) Pour tout ,

.

Dmonstration

1) .

2)

.

3.2. fonctions dfinies par , .

Dfinition :

Pour tout , .

Remarque :

Pour , on peut dfinir pour tout dune faon lmentaire.

On peut mme dfinir pour tout lorsque que

avec et impair

dans , mais cela dpasse le niveau de ce cours.

Thorme :

Pour tout , si alors .

Dmonstration

avec donc

.

do

Remarque :

Ce rsultat est bien connu lorsque que .

Thorme :

1) Si alors et

. 2) Si alors

et .

Dmonstration

1) , donc , do le rsultat. , donc , do le rsultat.

2) , donc , do le rsultat. , donc , do le rsultat.

Thorme :

Soient et . 1) Pour tout ,

2) Pour tout ,

.

Dmonstration

1)

2)

4. Comparaison des limites.
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Thorme :

1) Lorsque la limite du produit ou du quotient dune fonction
avec est indtermine alors la limite est la mme que la limite de .
2) Lorsque la limite du produit ou du quotient dune fonction avec
est indtermine alors la limite est la mme que la limite de . 3)
Lorsque la limite du produit ou du quotient dune fonction avec est
indtermine alors la limite est la mme que la limite de .

Dmonstration

Admise

Remarque :

On dira que lexponentielle lemporte sur les fonctions puissances
et que les fonctions puissances lemportent sur le logarithme.

5. Fonctions hyperboliques

5.1. Cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique Dfinition :

On appelle cosinus hyperbolique la fonction dfinie, continue et
drivable sur par :

On appelle sinus hyperbolique la fonction dfinie, continue et
drivable sur par :

Remarque :

et

Thorme :

1) Pour tout , . 2) Pour tout , et pour tout , .

Dmonstration

1) Pour tout , et donc .

2) Pour tout , et donc

.

Pour tout , et donc

.

Thorme :

Pour tout ,

Dmonstration

(

)

(

)

Thorme :

est une fonction paire est une fonction impaire
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Dmonstration

Thorme :

1) et 2) et

Dmonstration

1) et

donc Comme est une fonction paire, 2)

et donc

Comme est une fonction impaire,

Thorme :

1) 2)

Dmonstration

1)

2)

Thorme :

1) est dcroissante sur et croissante sur . 2) est croissante sur
. Dmonstration

1) sur donc est dcroissante. sur donc est croissante. 2) donc
est croissante sur . Tableaux de variation et graphe des fonctions
et .

graphe de ch et sh

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

-3 -2 -1 0 1 2 3

y

x

y=sh(x)

x

y=ch(x)

x
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5.2. Tangente hyperbolique

Dfinition :

On appelle tangente hyperbolique la fonction dfinie, continue et
drivable sur par :

Remarque :

est bien dfinie, continue et drivable sur car pour tout , .

Thorme :

Dmonstration

Et

Thorme :

est une fonction croissante sur .

Dmonstration

Pour tout ,

donc est une fonction croissante.

Thorme :

Pour tout , .

Dmonstration

Thorme :

est une fonction impaire.

Dmonstration

Thorme :

et

Dmonstration

Or donc

est impaire donc .
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Tableau de variation et graphe de .

+ +

6. Fonctions trigonomtriques rciproques.

Remarque :

est une bijection croissante.

est une bijection dcroissante.

est une bijection croissante.

Remarque :

Dfinies ainsi et sont des fonctions impaires, alors que nest pas
une fonction paire.

Dfinition :

1) On appelle [

] la bijection rciproque de [

] .

2) On appelle la bijection rciproque de .

3) On appelle ]

[ la bijection rciproque de ]

[ .

graphe de th

-1

0

1

-3 -2 -1 0 1 2 3

y

x

graphe de cos

-1

0

1

y

x/2

graphe de sin

-1

0

1

y

x

/2/2

graphe de tan

-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789

10

y

x

/2-/2
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Consquences des dfinitions :

1) Pour tout , et pour tout [

], .

2) Pour tout , et pour tout , .

3) Pour tout , et pour tout ]

[ , .

4) est continue sur . 5) est continue sur . 6) est continue sur
.

7)

,

, et .

8)

et

9) et sont des fonctions impaires alors que nest pas une
fonction paire.

Thorme :

{ [

]

{

Remarque :

La condition dans la proposition de droite est inutile parce que
la fonction nest dfinie que si .

Dmonstration

{ [

]

{

[

]

{

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie car
[

].

{

{

[

]

{

[

]

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie car
.

Thorme :

{

{

Remarque :

La condition dans la proposition de droite est inutile parce que
la fonction nest dfinie que si .

Dmonstration

{

{

{

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie car
.

{

{

{

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie car
.
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Thorme :

{ ]

[

{

Remarque :

La condition dans la proposition de droite est inutile,
videmment.

Dmonstration

{ ]

[

{

]

[

{

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie
car

.

{

{

]

[

{ ]

[

La premire implication est une vidence, la seconde est vraie car
. Cette justification nest pas bien ncessaire, je lai mis la juste
pour faire comme dans les dmonstrations prcdentes.

Exemples :

(

) {

[

]

Donc (

)

(

) {

Donc (

)

{

Donc

Thorme :

1) Pour tout ,

2) Pour tout ,

Dmonstration

1) Or pour tout , , donc De plus

cela entraine que .

Do 2) Or pour tout , , donc De plus cela entraine que

Do
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Thorme :

1) Pour tout , est drivable sur et

.

2) Pour tout , arccos est drivable sur et

.

3) Pour tout , est drivable sur et

.

Dmonstration

1)

, et bien sur nest pas dfinie en

et .

2)

, et bien sur nest pas dfinie en

et .

3)

car pour tout

.

Exemple :

Pour tout ,

.

Pour tout , on pose , cette fonction est drivable et sa

drive vaut :

, comme est un intervalle, est constante sur

. Pour tout ,

,

On a

et

Pour tout ,

.

Remarque :

On aurait pu faire autrement, comme est continue en :

(

)

Et bien sr on aurait pu faire de mme en .

Thorme :

1) Soit , une fonction drivable, pour tout , un intervalle,
si

( ), est drivable sur et

( ) .

2) Soit , une fonction drivable, pour tout , un intervalle,
si

( ), est drivable sur et

( ) .

3) Soit , une fonction drivable, pour tout , un intervalle,
si

( ), est drivable sur et

( ) .

Exemple :

Pour tout , (

)

et pour tout ,

(

)

Pour tout on pose , cette fonction est drivable et sa drive vaut
:
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( )

Attention nest pas un intervalle, donc on ne peut pas conclure
que est constante sur , mais est nulle sur lintervalle donc est
constante sur . Pour tout ,

(

)

De mme est nulle sur lintervalle donc est constante sur . Pour
tout

Thorme :

1) est croissante sur . 2) est dcroissante sur . 3) est
croissante sur .

Dmonstration

Ce sont des consquences directes des signes des drives
respectives de ces fonctions.

Thorme :

1) Le graphe de la fonction admet des demi-tangentes verticales
en et . 2) Le graphe de la fonction admet des demi-tangentes
verticales en et .

Dmonstration

1) et do le rsultat. 2) et do le rsultat.

Tableau de variation et graphe de , et .

1 0 1
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graphe de arcsin

-1 -0,5 0 0,5 1

y

x

/2

-/2

graphe de arccos

-1 -0,5 0 0,5 1

y

x

/2

graphe de arctan

-10 -5 0 5 10

y

x

-/2

/2
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Formules de Taylor

1. Thorme de Rolle.

Thorme :

Soit une fonction continue sur et drivable sur , telle que Il
existe tel que .

Sur ce schma il y a trois rels qui vrifient .

Exemples :

a) sur et donc il existe tel que

Vrifions cela donc donc

, on

navait franchement pas besoin de Rolle pour trouver .

b) sur . et donc il existe tel que donc il existe tel que et
cela cest nettement moins vident.

2. Egalit des accroissements finis.

Thorme :

Soit une fonction continue de dans , drivable sur alors il
existe tel que :

Remarque :

Soit une fonction continue de dans , cest--dire que , drivable
sur alors il existe tel que :

Autrement dit si , on a la mme formule avec . Ici il y a deux
rels qui vrifient

En effet au point ( ) la pente de la tangente la courbe est la
mme que la pente

de la droite , ces droites sont donc parallles.

Dmonstration

On considre la fonction dfinie sur par
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(

)

(

)

( )

(

)

( ) ( )

Cela prouve que et comme vrifie les autres hypothses du thorme
de Rolle il existe tel que .

d'o

Soit

Exemple :

Appliquons l'galit des accroissements finis la fonction dfinie
sur par , est videmment drivable sur (ou si ) donc il existe
appartenant (ou si ) tel que , ce qui s'crit

encore

ou

. Lorsque tend vers alors tend vers puisque

appartient (ou si ), on en dduit donc que :

Autre nonc du thorme prcdent.

Thorme :

Soit une fonction continue sur , drivable sur il existe tel que
:

Remarque :

La formule reste valable si .

Dmonstration.
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On prend

Il suffit de prendre

, en effet

Donc

3. Formules de Taylor-Lagrange.

Dfinition :

Une fonction admettant des drives continues jusqu' l'ordre sur
est dite de classe sur , on dit aussi que . Si pour tout on dit que
. Thorme :

Soit et drivable l'ordre sur . Il existe tel que :

C'est la formule de Taylor-Lagrange de avec reste l'ordre .

Remarque :

Si , on a la mme formule avec . Pour c'est la formule des
accroissements finis Dmonstration pour

On choisit tel que :

Et on va montrer que Et on pose

(

)

(

)

d'aprs la dfinition de et il est vident que donc on peut alors
appliquer le thorme de Rolle

Il existe tel que cest--dire que lon remplace dans (1).

Thorme :

Autre expression de la formule de Taylor-Lagrange avec et .

Remarque :

La formule reste valable si .
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Thorme :

Formule de Mac Laurin-Lagrange avec reste l'ordre . Il s'agit de
la formule prcdente avec et

Dmonstration. Cest une consquence du thorme prcdent.

Remarque :

La formule reste valable si .

Exemples :

a) Le but est de trouver la formule de Mac Laurin-Lagrange avec
le reste l'ordre , pour cela il faut dterminer les drives
successives de .

,

, la drive troisime est alors

, on en dduit avec un raisonnement par rcurrence que

do pour .

Il existe tel que

b) Il est clair que la drive -ime de est et que . Il existe tel
que

4. Formule de Taylor-Young.

Dfinition :

On prend comme variable est une fonction qui tend vers lorsque
tend vers .

Thorme :

Soit o est un voisinage ferm de . (que soit positif ou
ngatif)

Dmonstration

Daprs (1)

Donc

(

)

|

| |

|
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O est un majorant de la fonction continue sur lintervalle ferm .
Par consquent

ce qui achve presque la dmonstration.

Dfinition :

La formule (2) s'appelle le dveloppement limit l'ordre de au
voisinage de . Consquence pour et on obtient la formule :

Cette formule est le dveloppement limit l'ordre de au voisinage
de .

Exercice :

Dterminer le dveloppement limit l'ordre de au voisinage de .
sinus est une fonction indfiniment drivable donc les hypothses sont
vrifies

, , , , et Donc , , , , et . d'o

Application:

Il s'agit d'une forme indtermine dont on ne connait pas la
limite, mais

Donc

Remarque un dveloppement limit l'ordre aurait suffit.
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Dveloppements limits

1. Dfinition.

Dfinition :

Soit f une fonction numrique dfinie et continue au voisinage de
0. On dit que f admet un

dveloppement limit d'ordre n au voisinage de 0 s'il existe un
polynme de degr infrieur ou gal tel que :

est appel polynme de Taylor lordre . Plus gnralement admet un
dveloppement limit d'ordre au voisinage de si l'on peut crire

Exemples :

a) Soit la fonction dfinie par

, pour tout .

or pour tout

Donc

Comme

on a

,

Par consquent

la relation (2) est le dveloppement limit l'ordre au voisinage
de de la fonction .

b) Soit la fonction dfinie par

, trouver son dveloppement limit l'ordre au

voisinage de . On considre le dveloppement limit ci-dessus, on
remplace par et

Or

Donc

. Par consquent

c) Soit la fonction dfinie par (

) pour et par , trouver son

dveloppement limit lordre au voisinage de . On remarque que donc
la fonction est continue. De plus

(

)

Or

(

)

Donc (

)
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Par consquent est le dveloppement limit lordre de au voisinage
de . On remarque son polynme de Taylor est nul.

2. Proprits.

Thorme : Continuit et drivabilit

Soit une fonction continue a) Si possde un dveloppement limit
l'ordre en alors . b) Si possde un dveloppement limit l'ordre en
alors est drivable en et .

Dmonstration

a)

( )

b)

( )

admet une limite en alors est drivable en et

Thorme : Parit

Soit f une fonction admettant un dveloppement limit d'ordre en
0. a) Si est paire le polynme de Taylor de est un polynme pair. b)
Si est impaire le polynme de Taylor de est un polynme impair.

Thorme : Taylor

Si est une fonction indfiniment drivable alors admet un
dveloppement limit n'importe quel ordre. Voir les formules de
Taylor.

Remarque :

La plupart des fonctions usuelles sont indfiniment drivables
partout o elles sont dfinies,

certaines ne le sont pas mais seulement pour quelques valeurs de
.

Exemples :

a) sa drive est

en , n'est pas drivable donc n'est pas

indfiniment drivable, par contre pour tout il n'y a aucun
problme.

b) sa drive est

en et en n'est pas drivable

donc n'est pas indfiniment drivable, par contre pour tout tel
que , il ny a aucun problme, en particulier admet un dveloppement
limit en tout ordre.

c) est indfiniment drivable sur .

d) est indfiniment drivable en mais pas en .

Thorme : Unicit du dveloppement limit

Si admet un dveloppement limit l'ordre alors celui-ci est
unique.

Thorme : Troncature d'un dveloppement limit.

Si admet un dveloppement limit l'ordre en .

alors pour tout , admet un dveloppement l'ordre et le polynme de
Taylor de ce dveloppement limit est :
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Dmonstration :

( )

Donc

( ) Or

( )

Donc Evidemment les ne sont pas les mmes mais la notation
signifie simplement quil sagit dune fonction qui tend vers lorsque
. Soit encore

Exemple :

On a vu que Le dveloppement l'ordre de cette fonction est

3. Dveloppement limit en 0 des fonctions usuelles l'ordre .

Remarques :

a) A l'aide des trois premiers dveloppements limits on en dduit
les dveloppements suivants

en changeant en :

b) En reprenant les dfinitions de

et de

on en dduit
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On remarquera les similitudes entre les dveloppements limits en
de et de , ainsi que les similitudes entre et .

c) Application de la formule

Pour

, dveloppement limit en l'ordre .

(

)

(

) (

)

Pour

,

dveloppement limit en l'ordre .

(

)

Pour on retrouve le dveloppement limit de

( vrifier).

4. Oprations sur les dveloppements limits.

4.1. Proprits des fonctions . est une fonction qui tend vers
lorsque tend vers , donc est aussi une fonction qui tend vers , on
crira et pour tout rel .

De mme la diffrence de fonctions n'est pas la fonction nulle, la
diffrence de fonctions est une fonction qui tend vers , on
crira

Le produit de deux fonctions qui tend vers est une fonction qui
tend vers , on crira

Le produit d'une fonction par une fonction borne en (comme une
polynme) est une fonction qui tend vers il s'agit donc d'une
fonction , on crira

La compose dune fonction avec une fonction qui tend vers une
constante est une fonction qui tend vers on crira

( )

Exemples de fonctions : a)

b)

c)

cette dernire est aussi un

Exemples de fonctions : a)
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b)

(

)

c)

(

)

Cette dernire fonction est aussi un car

(

)

Remarque : On prend Si alors car

( ) La rciproque est compltement fausse.

4.2. Addition de deux dveloppements limits

Thorme : Somme de dveloppements limits du mme ordre

Soient et deux fonctions qui admettent en , les dveloppements
limits, au mme ordre , alors admet un dveloppement limit lordre et
son polynme de Taylor est la somme des polynmes de Taylor de et .
Dmonstration

o est un polynme de degr infrieur ou gal

o est un polynme de degr infrieur ou gal

On a alors

Exemple :

Pour appliquer le thorme il suffirait de faire une troncature du
dveloppement limit (

lordre ) de et dadditionner les polynmes. Sur cet exemple, nous
allons voir pourquoi, il nest pas possible, en additionnant un
dveloppement lordre avec un dveloppement lordre dobtenir mieux quun
dveloppement lordre .

En additionnant ces deux dveloppements limits nous allons
constater que l'on obtient un

dveloppement limit l'ordre ( cause de ) et non pas un
dveloppement limit l'ordre .

on ne peut pas lcrire sous la forme du produit de par une
fonction qui tend vers , par contre ( ) (Cest ce qui est curieux
dans les petits , cest que est vrai alors que est faux)

( )

Or , donc

4.3. Multiplication de deux dveloppements limits

Thorme : Multiplication de deux dveloppements limits du mme
ordre.
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Soient et deux fonctions qui admettent en , les dveloppements
limits, au mme ordre et telles que et , alors admet un dveloppement
limit lordre et son polynme de Taylor est le produit des polynmes
de Taylor de et o lon ne garde que les monmes de degr infrieur ou
gal .

Dmonstration

o est un polynme de degr infrieur ou gal

o est un polynme de degr infrieur ou gal

On a alors

( )(

)

( )

Le polynme a des monmes de degr infrieur ou gal et des monmes de
degr suprieur ou gal . donc ce polynme s'crit

o est un polynme de degr infrieur ou gal et est un polynme de
degr infrieur ou gal . (En fait cest la division euclidienne de
par

)

on remplace dans .

( )

Remarque :

Le polynme de Taylor du dveloppement limit de . l'ordre est le
produit des polynmes de Taylor des dveloppements limits de et
l'ordre d'o l'on a enlev tous les monmes de degr suprieur ou gal
.

Thorme :

Soient et , deux fonctions telles que et avec et

deux fonctions qui admettent en , les dveloppements limits, au
mme ordre et telles que et , alors admet un dveloppement limit
lordre et son polynme de Taylor est le produit des polynmes de
Taylor de et o lon ne garde que les monmes de degr infrieur ou gal
.

Dmonstration

(

)

Et

(

)

Alors

( ) (

)

Puis on applique le thorme prcdent ( ) (

)

( ) (

) o est un

polynme de degr infrieur ou gal et est un polynme de degr
infrieur ou gal .

( )

( )

Comme le degr de est infrieur ou gal , lexpression ci-dessus est
bien le dveloppement limit lordre de .
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Ce qui achve la dmonstration.

Exemples :

a) Dveloppement limit de l'ordre en .

Et

donc

(

)(

)

cest le dveloppement limit de lordre .

Remarque : Dans cet exemple le terme en est nul. b) Dveloppement
limit l'ordre deux en de

(

)

Et

On applique le second thorme sur la multiplication des
dveloppements limits avec

, et , on obtiendra bien un dveloppement limit lordre

(

) ( ) (

)

(

)

Cest le dveloppement de en , lordre .

Remarque:

On aurait pu aussi appliquer le premier thorme.

(

) ( )

4.4. Division de deux dveloppements limits.

Thorme : division

Soient et deux fonctions admettant des dveloppements limits
lordre en , tel que : .

Le polynme de Taylor du dveloppement limit lordre de

en est donn par la

division suivant les puissances croissantes de par l'ordre .

Dmonstration admise.
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Autre mthode :

Soient et deux fonctions admettant des dveloppements limits
lordre en , tel que : .

Le polynme de Taylor du dveloppement limit lordre de

en est le mme que le

dveloppement limit lordre du produit des dveloppements limits de
lordre en

par le dveloppement limit de

lordre en . Pour dterminer le dveloppement

limit de

lordre en , on factorise par et on applique la formule

, voir

exemples.

Exemples :

a) Dveloppement limit de

A lordre en .

Cest le dveloppement limit de :

en changeant en et

la division suivant les puissances croissantes de

par

l'ordre donne le polynme de Taylor du dveloppement limit de
l'ordre en .

On trouve

Autre mthode :

l'ordre 3 en 0.

Il reste dterminer le dveloppement limit de

l'ordre en .

On pose

( )( )

( )( )
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Donc

( ) ( ) ( )

Il ny a pas de terme en et mais il sagit bien dun dveloppement
limit lordre .

(

) ( )

b) Dveloppement de xtan l'ordre en .

avec donc il suffit de dterminer les dveloppements

limits de et de l'ordre en . la division suivant les puissances
croissantes

de

par

l'ordre donne le polynme de Taylor du dveloppement

limit de l'ordre en .

On trouve

Autre mthode :

Avec

(

)(

)

Donc


	
34

(

) (

)

(

) (

)

Remarque :

On aurait pu appliquer le second thorme sur la multiplication
des dveloppements limits

(car ) avec , et .

Thorme :

Soient et deux fonctions telles que avec et

avec , et admettant des dveloppements limits lordre en .

1er cas : , si l'on calcule le dveloppement limit de

(voir thorme sur la division

des dveloppements limits) l'ordre on obtient un dveloppement
limit de

l'ordre

. (voir exemple) 2

ime cas , il ny a pas de dveloppement limit en , il y a un
dveloppement limit

gnralis, voir paragraphe 5.

Dmonstration admise.

Exemple :

Dterminer le dveloppement limit l'ordre en de la fonction dfinie
par :

( ) donc .

(

) ( )

donc On a : , si lon veut obtenir un dveloppement limit de
lordre , il faut

faire un dveloppement limit de

lordre

(

)

Donc

Pour bien faire il faut faire un dveloppement limit lordre de ,
cela sannonce un peu pnible parce quil faut, pour cela, faire un
dveloppement limit lordre de (car ensuite on divisera par ), alors
constatons que :

( ) C'est--dire que est impaire, donc son polynme de Taylor est
impair do lon dduit que le terme de degr est nul, il suffit de
faire un dveloppement lordre de .
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(

)

Comme est impaire

(

)

On a chang en

Ce qui donne

(

)

(

)

Aprs avoir simplifi par x

On divise les polynmes de Taylor suivant les puissances
croissantes jusqu' l'ordre .

Autre mthode :

Il faut de toute faon arriver

( )

Ensuite on reprend lautre mthode du thorme sur la division des
dveloppements limits :

(

)

(

)

Avec

, il est inutile de faire un dveloppement limit en lordre
car

il est manifeste que ds le terme en le terme de plus bas niveau
en est . Do

Et

(

)(

)

4.5. Drivation et intgration d'un dveloppement limit

On se place dans le cas de fonctions indfiniment drivables
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Thorme : drivation et intgration

Soit une fonction dont le dveloppement limit l'ordre en est
:

a) le dveloppement limit l'ordre en de la drive de est :

Ce rsultat peut-tre faux si n'est pas indfiniment drivable.

b) le dveloppement limit l'ordre en de une primitive de est
:

Ce rsultat reste vrai si nest pas indfiniment drivable.

Dmonstration admise.

Exemples :

a)

On ne connait pas son dveloppement limit l'ordre en . Mais

,

tend vers lorsque tend vers , on peut appliquer la formule du
dveloppement limit de

.

Remarque:

On aurait pu remplacer par car est une fonction paire.

Le dveloppement limit de l'ordre est donc

Soit encore

Comme est impaire

b) On remarquera que le polynme de Taylor du dveloppement limit
de

l'ordre en

0 est bien la drive du polynme de Taylor du dveloppement limit
de l'ordre en . c) Dtermination du dveloppement limit de en l'ordre
, est une fonction impaire donc les coefficients devant les monmes
de degr pair sont nuls, il suffit

donc de trouver le dveloppement limit de l'ordre , il suffit
donc de trouver le

dveloppement limit de l'ordre , la drive de est

on

peut utiliser le dveloppement limit de

avec

d'o

Remarque:
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C'est le dveloppement limit l'ordre de

qui permet d'obtenir le dveloppement

limit l'ordre de

.

On dtermine une primitive du polynme de Taylor du dveloppement
limit de

.

et on trouve

est impaire donc

4.6. Dveloppement limit d'une fonction compose.

Thorme :

Si et sont des fonctions admettant des dveloppements limits
l'ordre en et si alors admet un dveloppement limit l'ordre en .
Voir exemples.

Exemples :

a) Dveloppement limit l'ordre en de , on a bien . On dtermine
d'abord le dveloppement limit l'ordre en de .

On pose

tend vers 0 lorsque tend vers donc

Puis on calcule le dveloppement limit de l'ordre .

(

) (

)

Puis

(

) (

)

Et

Et enfin

( ) ( ) il ne reste plus qu' remplacer , , , et dans (1).

(

)

b) dveloppement limit en l'ordre de . est paire donc il suffit
de dterminer le dveloppement limit de l'ordre , (le coefficient
devant est nul) Le dveloppement limit de l'ordre est :
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d'o

(

)

On pose alors

tend vers lorsque tend vers , on peut utiliser le dveloppement
limit de en , priori l'ordre mais ici le degr du premier monme non
nul est et non pas comme dans l'exemple prcdent et cela va arranger
les calculs.

il faut calculer les puissances de .

(

)(

)

(

) (

)

et pour les autres puissances de manifestement les monmes de
plus bas sont de degr suprieur ou gal , on peut runir ces termes
dans un . Donc

est paire donc son dveloppement limit l'ordre est :

Remarque : si l'on drive le polynme de Taylor du dveloppement
limit

de , on retrouve le dveloppement limit de l'ordre . c)
dveloppement limit l'ordre en de .

le dveloppement limit de en l'ordre est

et donc

( )

, il y a une diffrence majeure avec les exemples prcdents car on
ne

peut pas poser

car ce tend vers lorsque tend vers , par

consquent on ne peut pas utiliser la formule du dveloppement
limit de en . Il suffit de transformer la fonction de la manire
suivante :

( )

( )

( )

il ne reste qu' dterminer le dveloppement limit de

( )

puis de multiplier par .

On peut poser

car maintenant tend vers lorsque tend vers , le

dveloppement limit de l'ordre en est

.
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(

) (

)

( ) Donc le dveloppement limit de en l'ordre est

(

)

d) dveloppement limit de

l'ordre en .

Il faut donc dterminer un dveloppement limit en l'ordre en
de

.

Il sagit en fait du quotient de dveloppements limits dont le
dnominateur sannule en et dont le premier monme non nul est de degr
. Il faut donc utiliser un dveloppement lordre .

(

)

Cela donne :

(

)

Normalement il faudrait diviser ce rsultat par le dnominateur,
mais ici il vaut , il ny a donc rien faire.

on en dduit comme dans l'exemple c) que

( )

( )

Avec

le dveloppement limit de l'ordre en est

, comme

alors et on en dduit que :

(

)

5. Dveloppement limit gnralis

5.1. Dveloppement asymptotique en .

Il s'agit de prciser le comportement d'une fonction qui tend
vers l'infini lorsque tend vers . Dans la pratique ce genre de
fonction se prsente sous la forme d'un quotient :

avec .

Avec et Si , il sagit du quotient de dveloppements limits. Si ,
il sagit dun dveloppement asymptotique (ou dveloppement limit
gnralis). Cest le cas que nous tudierons dans ce paragraphe. A
l'aide d'une division suivant les puissances croissantes on
dtermine un dveloppement

limit de

puis on divise par .
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Exemple:

Dterminer , , et tels que

( ) Donc

(

)

(

)

Donc

(

)

(

)

(

)

Et

On veut mettre sous la forme

Il faut faire un dveloppement limit de

a lordre . et ne sannule pas en

, donc il faut faire un dveloppement limit lordre de chacune de
ces fonctions, par consquent un dveloppement lordre de (car on
divise par ) et lordre pour (car on divise par ) Reprenons
directement en oubliant un peu et .

(

)

(

)

(

)

(

)
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Donc

5.2. Dveloppement asymptotique en . Il s'agit de prciser le
comportement d'une fonction qui tend vers une limite finie lorsque
tend vers .

On pose alors

donc

. On pose (

) ,

on effectue un dveloppement limit de , en , lordre souhait puis
on remplace par

.

On trouve alors un rsultat du genre :

(

)

Exemple :

en . Dterminer , et tels que :

(

)

On pose alors

.

(

)

(

)

(

(

))

(

)

Donc , et

.

6. Dveloppement limit en .

Le problme est de dterminer les coefficients tels que :

Pour se ramener en il suffit de poser , de remplacer par cette
valeur et d'effectuer un dveloppement limit en de la fonction .

Exemples :

a) Dterminer le dveloppement limit de en l'ordre . On pose on a
alors,

(

)

(

)

Cette formule na dintrt que lorsque , il est donc totalement
inutile de dvelopper les puissances de

b)

Dterminer le dveloppement limit de en l'ordre . On pose on a
alors
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Il ne plus qu' effectuer une division suivant les puissances
croissantes l'ordre de

par (On remarquera que le dveloppement limit dun

polynme un ordre plus petit que le degr du polynme est le
polynme lui-mme, donc

que dans ce cas , ce qui est bien une fonction qui tend vers
quand ), on trouve

Le dveloppement limit de en l'ordre est :


	
43

Equivalents

1. Dfinition. Equivalent en .

Dfinition :

On dit que est quivalent en si

Ce que lon note

Remarque :

Aucune fonction nest quivalente car

Thorme :

Pour toute fonction non identiquement nulle dans un voisinage de
a)

b)

c)

{

Autrement dit est une relation dquivalence

Dmonstration

a) vident

b)

c)

Exemples :

a) Montrer que

est quivalent en .

On a bien

b) Montrer que

est quivalent

en .
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On a bien

Thorme :

Dmonstration

Si Remarquons dj que

Comme est une relation dquivalence

Et donc

Do le rsultat.

Si

Ce qui contredit que

Donc

Remarque :

Pour dterminer un quivalent en dune fonction il suffit de poser
et de trouver un quivalent de

2. Equivalents fondamentaux.

Thorme :

Polynmes et fractions rationnelles.

a) Si

avec alors

b) Si

avec alors

c) Si

avec et alors

d) Si

avec et alors
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Dmonstrations

a)

(

)

b)

c)

(

)

(

)

Donc

d) vident.

Thorme : utilisation de dveloppements limits.

Si admet un dveloppement limit lordre en ,

avec , alors

Dmonstration

Donc

Exemples :

on ne peut pas appliquer ce thorme car .
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Thorme : utilisation de dveloppements limits.

Si admet un dveloppement limit lordre en ,

avec , alors

Dmonstration

Donc

( )

Exemples :

Remarque :

Une mme fonction possde plusieurs quivalents. Cest lune des
difficults dans lusage des quivalents.

Exemple :

Equivalent en de . On pose , En faisant un dveloppement limit
lordre en :

3. Proprits des quivalents.

3.1. somme dquivalents.

Il est compltement faux de penser que :

{

Remarque :

Il sagit dune autre grosse difficult des quivalents.

Exemples :

a)

mais il est faux de dire que :

puisquune fonction ne peut pas tre quivalente 0.
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Par contre on peut tout de mme trouver un quivalent de cette
somme

b)

et il est faux de dire que :

Par contre on peut tout de mme trouver un quivalent de cette
somme

(

)

3.2. Produit et quotient dquivalents.

Thorme : produit dquivalent

Soient et deux fonctions quivalentes au voisinage de Soient et
deux fonctions quivalentes au voisinage de

Dmonstration

Exemples :

a)

Remarque :

On aurait pu utiliser des dveloppements limits lordre 1.

( )( )

b)

La premire quivalence vient de

( (

)) (

) (

)

( (

)

)

Donc

(

(

)

)

Remarque 1 :

On peut tre tent de faire le raisonnement suivant :

Cela ncessite le rsultat suivant :
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mais pour cela nous aurons besoin dune hypothse
supplmentaire.

Remarque 2 :

nest valable que si or ici .

Thorme : quotient de dveloppements limits.

Soient et deux fonctions quivalentes au voisinage de ,
cest--dire

Soient 2f et 2g deux fonctions quivalentes au voisinage de ,
cest--dire

Alors

Dmonstration

Exemples :

a)

On peut en dduire que

b)

La premire quivalence vient du thorme sur le produit
dquivalents, car

3.3. Compose de fonctions et dquivalents.

Le problme est de savoir si : est une fonction continue et
entraine . En gnral ce rsultat est faux, mais parfois cela
marche.

Exemples :

a)

A cause de la transitivit et de la rflexivit de la relation
dquivalence.

(

) ( )

(

) ( )
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On na pas

(

)

(

)

b)

Donc

On na pas

Thorme : compose du logarithme et dquivalents.

{

Dmonstration

( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

Car ( )

( ) est le quotient dune fonction qui tend vers par une fonction
qui ne tend pas

vers , puisque

( )

Donc

Exemples :

a)

(

)

(

)

On peut faire un peu mieux en remarquant que :

(

) (

)

Donc

(

)

b)

(

)

Thorme : compose de lexponentielle et dquivalents.

{
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Dmonstration

( )

Or

Car le produit dune fonction borne par une fonction qui tend
vers tend vers , donc

Donc

Exemples :

a)

{

b)

{

Thorme : compose dune fonction continue avec un quivalent dune
constante

Si et une fonction continue en . Alors

Dmonstration

Cest la dfinition dune fonction continue.


	
51

Intgrale de Riemann

1. Prliminaire

Nous allons dfinir dans ce chapitre lintgration de fonction
borne sur un intervalle ferm et

born sur (ce qui ne signifie pas que toutes les fonctions bornes
seront intgrables).

Dfinition :

On appelle subdivision de lintervalle une partie finie telle que
:

Pour une fonction borne et pour toute subdivision , on dfinit
les rels :

Et

Proprits lmentaires :

1)

0

1

2

3

4

5

6

7

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -2 0 2 4

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -2 0 2 4
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2) Si et sont deux subdivisions de avec (On dit alors que est
plus fine que ) on a :

et 3) Soient et deux subdivisions quelconques et soit , on a
:

Consquence :

admet une borne suprieure et admet une borne infrieure lorsque
parcourt lensemble des subdivisions de et

Dfinition :

On dit quune fonction est intgrable au sens de Riemann (ou
Riemann-intgrable) si est borne et si

Cette valeur est alors appele intgrale dfinie de la fonction et
est note

ou .

Dfinition :

Si est une subdivision de , on appelle pas de la subdivision le
nombre :

Thorme :

Soit une fonction borne sur un intervalle born est
Riemann-intgrable si et seulement si

( )

Thorme :

Soit une fonction intgrable sur un intervalle born , pour tout
il existe une fonction en escalier telle que :

2. Fonctions Riemann-intgrables

Dfinition :

On appelle fonction en escalier toute fonction pour laquelle il
existe une subdivision de lintervalle telle que soit constante sur
chaque intervalle .

Remarque :

On a alors

Thorme :

Soit une fonction continue, pour tout , il existe une fonction
en escalier telle que :

Thorme :

Soient et deux fonctions Riemann-intgrable sur et soient et deux
rels.
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( )

Thorme :

Soient et deux fonctions Riemann-intgrable sur .

a) Si alors

b) Si alors

Thorme :

Soit une fonction borne sur .

a) Si pour tout il existe g Riemann-intgrable sur tel que

Alors est Riemann-intgrable b) Si pour tout , il existe et
Riemann-intgrable sur tel que

Alors

|

|

Thorme :

Toute fonction continue sur est intgrable sur .

Thorme : somme de Riemann

Soit une fonction continue sur

(

)

3. Proprits des fonctions intgrables

Dfinition :

Une fonction est continue par morceaux sur , sil existe un
nombre fini de rels , tels que soit continue sur pour tout

et si admet une limite gauche et une limite droite en distinctes
pour tout , une limite droite en et une limite gauche en . Les
points avec sont appels points de discontinuit.

Thorme :

Une fonction continue par morceaux est intgrable.

Thorme :

Le produit de deux fonctions continues par morceaux est
intgrable sur .

Dmonstration

Le produit de deux fonctions continues par morceaux sur est
continue par morceaux sur , donc intgrable sur .
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Thorme :

Si est une fonction continue par morceaux sur alors est
intgrable sur et on a :

|

|

Dmonstration

Si est une fonction continue par morceaux sur alors est une
fonction continue par morceaux sur , elle est donc intgrable sur
.

Entraine que :

|

|

Thorme : Relation de Chasles

Si est continue par morceaux sur et alors

Dfinition :

Si alors

4. Etude de la fonction

est une fonction continue par morceaux sur .

Thorme : de la moyenne

Si est continue sur , il existe tel que :

Dmonstration

tant continue sur , est borne et atteint ses bornes ce qui
signifie quil existe et tels que :

puis invoquons le thorme des valeurs intermdiaires est continue,
donc prend toutes les valeurs comprises entre et (daprs le thorme
des valeurs intermdiaires), ce qui

signifie bien quil existe bien quil existe tel que :

Dfinition :

On appelle valeur moyenne de sur la quantit

.
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Thorme :

est continue et drivable sur et .

Dmonstration

On appelle si ou si .

Pour tout il existe

tel que :

Daprs le thorme de la moyenne il existe , tel que :

On a donc

La limite de lorsque que tend vers vaut car est continue, on en
dduit que :

ce qui montre la fois que est drivable, et bien sur continue et
que . La dmonstration est faite pour , si ou si cela ne change pas
grand-chose.

Thorme :

Toute fonction continue par morceaux admet une primitive.

Dmonstration

Cest une consquence directe du thorme prcdent.

Thorme :

Soient continue par morceaux et une primitive de .

Thorme :

Soit une fonction continue sur , alors la fonction dfinie
par

pour

tout dans est la primitive de qui sannule en , cest--dire que .
De plus est continue, donc .

Dmonstration

Soit une primitive de on a

Donc en drivant lexpression on obtient car est une constante,
est bien une primitive de . Dautre part Il reste montrer lunicit de
cette primitive, considrons une autre primitive qui sannule en
.

Notation: On note une primitive quelconque de , on lappelle
intgrale indfinie.
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Thorme :

Soit une fonction continue sur l'intervalle , soit une fonction
dfinie, continue et drivable sur un intervalle , telle que pour
tout , .

Si

alors ( )

Dmonstration

( ), est la compose de par , le thorme de drivation compose
donne

( ) ( )

Exemples :

a) Si

alors

b) Si

( )

c) Si pour ,

alors

et

donc

5. Intgration par parties.

Thorme :

Soient et deux fonctions de classe sur un intervalle , et soient
et deux rels de . On a :

Dmonstration

La drive d'un produit de fonctions est : Donc pour tout

En intgrant sur

Comme une primitive de est

En remplaant dans la ligne ci-dessus

Finalement

Commentaire: Dans la pratique les choses ne se prsentent pas
ainsi, on a le produit de deux

fonctions et l'on doit dcider laquelle de ces fonctions va jouer
le rle de et laquelle va jouer le rle de . L'exprience aide
beaucoup, mais il y a quelques petites rgles que l'on va voir sur
des exemples.

Exemples :

a)

Si lon choisit on va se retrouver avec un

dans lintgrales de droite, cela

ne mme rien.

On choisit donc , pour retenir plus facilement la formule
faisons un petit tableau.
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Prsenter ainsi et se trouve au-dessous de lintgrale ou ils
apparaissent et et se trouve au-dessus de lintgrale ou ils
apparaissent, il reste mettre et dans le crochet.

b)

[

]

On pose

et lon fait une seconde intgration par partie.

[

]

[

]

[

]

c)

[

]

[

]

[

]
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d)

Ici, il y a un petit pige car il ny a quune fonction, on crit
alors

[

]

6. Changement de variables.

Soient une fonction de d'un intervalle dans , continue, et une
fonction de l'intervalle dans , de classe , tel que . et sont deux
rels de .

Thorme : (sens direct)

( )

Dmonstration

Soit une primitive de .

( )

[ ( )]

( ) ( )

Commentaire : On "passe" de la nouvelle variable en posant et ,
si varie de , varie de . Ce premier thorme de changement de
variable nest utilisable que si lon reconnait dans une

intgrale une fonction de multiplie par , cela ne marche pas tous
les coups. (On drive la nouvelle variable en fonction de
lancienne)

Exemples :

a)

, on reconnait une fonction de que multiplie sa drive

.

Si alors et si alors .

(

)

b)

On reconnait une fonction de que multiplie sa drive Si alors

Si

alors (

)

[

]
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c)

On reconnait une fonction de que multiplie sa drive . Si
alors

Si

alors

[

]

[ ]

(

)

Il existe un autre thorme de changement de variable qui se dduit
du premier.

On suppose de plus que est une bijection de sur .

Thorme : (sens indirect)

( )

Dmonstration

Si est une bijection croissante alors et donc et , on applique
le thorme (sens direct) de droite gauche.

( )

( )

Si est une bijection dcroissante alors et donc et , on applique
le thorme (sens direct) de droite gauche,

( )

( )

( )

Remarque :

Dans la pratique, soit on pose , tant la nouvelle variable, il
faut ensuite trouver en fonction de , c'est--dire trouver , puis on
calcule et lon vite doublier de changer les bornes, soit on pose
puis on cherche en fonction de pour changer les bornes et on
calcule . (On drive lancienne variable en fonction de la
nouvelle)

Exemples:

a)

On pose , puis on cherche en fonction de soit Si alors Si
alors
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[

]

b)

On pose , on cherche en fonction de , soit . Si alors

Si alors

( ( ) ) (

)

c)

Cest la mme que dans les exemples prcdents.

On pose , donc

Si alors

Si

alors

Et on retombe sur la mme intgrale.

Remarque :

On peut aussi faire des changements de variables dans des
intgrales indfinies, cest--dire des

primitives exprimes sous la forme suivante , le principe est le
mme que dans les exemples que nous venons dtudier, la nuance prs
quil remettre la variable dorigine la fin du calcul.

Exemples :

a)

avec .

Faisons le changement de variable , on a

Ensuite il faut revenir la variable dorigine

(

)

Il faut apprendre cette formule par cur.

b)

Faisons le changement de variable , il faut trouver en fonction
de (ici il est compltement farfelu de vouloir appliquer le thorme
(sens direct), la drive de en fonction de napparait pas dans .

On peut alors calculer (avant on ne pouvait pas)
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(

)

( ( ))

7. Applications

Thorme :

Soit une fonction continue sur et drivable sur . On appelle
graphe de lensemble {( ) }, la longueur du graphe de est :

( )

Exemple :

Soit la fonction dfinie par :

est continue sur et drivable sur .

La longueur du graphe de est :

(

)

On fait le changement de variable , ou (

)

On en dduit que

Car [

]

Remarque :

Le graphe de est le demi-cercle de centre de rayon .

Thorme :

Soit une fonction continue sur et drivable sur . Laire de la
surface obtenue en faisant tourner la courbe autour de laxe est
:

( )

Exemple :

Soit la fonction dfinie par :

est continue sur et drivable sur . La surface :
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(

)

Thorme :

Soit une fonction continue sur et drivable sur . Le volume
obtenu en faisant tourner la courbe autour de laxe est :

( )

Exemple :

Soit la fonction dfinie par :

est continue sur et drivable sur .

[

]

(

)

Remarque :

Cest le volume de la sphre de rayon .

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
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Calcul de primitive

1. Rappels

Si alors

2. Primitives des fractions rationnelles.

Soit

o et sont deux polynmes, aprs avoir dcompos en lments
simples

on constate que peut s'crire sous la forme suivante :

(

)

(

)

O est un polynme, c'est la partie entire de , o et sont
strictement suprieurs et

n'admet pas de racines relles.

Il est toujours facile de trouver une primitive d'un polynme,
pour les termes de la forme

Deux cas se prsentent :

dans ce cas

dans ce cas

Pour les autres termes

Il suffit donc de savoir calculer les intgrales

pour savoir trouver les

primitives des fractions rationnelles.

na pas de racines relles donc , on posera

(( )

)

Faisons le changement de variable

donc .
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(

)

(

)

Deux cas se prsentent :

(

)

(

)

((

)

)

(

)

(

)

Il nest pas recommand dapprendre cette formule, il suffit de
savoir refaire ce calcul lorsque

que , et ont des valeurs particulires.

(( )

)

Faisons le changement de variable

, donc et

(

)

( )

On pose

avec

Cette intgrale nest pas si facile que cela calculer, mais nous
allons quand mme le faire. A laide dune intgration par partie.

[

]

(

)

(

)

on a trouv une relation de rcurrence entre et , on connait ,
donc priori on est capable de trouver pour tout , puis on remplace
par

Exemple :

Cas , calcul de
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Il faut d'abord dcomposer

en lments simples, na pas de racines

relles aprs calculs on obtient:

Donc

En faisant le changement de variable , .

(

)

(

)

(

)

3. Cas des fonctions circulaires.

Le but est de trouver une primitive de toute fonction de la
forme O est une fraction rationnelle de deux variables. Selon la
fonction il y aura un changement de variable qui permettra de
ramener le problme un calcul de primitive de fonction
rationnelle.

Les changements de variable suivants sont connus sous le terme
"rgles de Bioche"

3.1. Si alors on pose

Remarque:

, autrement dit et ont le mme invariant et on notera videmment
que . On cherchera faire . (on utilise en fait le premier
changement de variable du thorme (sens direct) du chapitre
intgration).

Exemple :

On peut faire le changement de variable ,

3.2. Si alors on pose

Remarque :

, autrement dit et ont le mme invariant et on notera que
videmment que .
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On cherchera faire apparaitre au numrateur (c'est--dire ), le
reste peut s'crire comme une fraction rationnelle en . (on utilise
en fait le premier changement de variable du thorme (sens direct)
du chapitre intgration).

Exemple :

On peut faire le changement de variable ,

3.3. Si alors on pose

Remarque:

autrement dit et ont le mme invariant et on notera que videmment
que .

Exemple :

( )

( ) ( )

On peut faire le changement de variable La mme mthode fonctionne
encore, mais il est parfois difficile de faire apparaitre

. On peut alors utilise le thorme (sens indirect) du
chapitre

intgration, quivaut donc

et d'aprs les formules de

trigonomtrie circulaire

et

. A priori on cherche

et en fonction de mais si la relation est vrifie alors seuls et
apparaissent (et , bien sur!)

Premire mthode : (Thorme sens direct du chapitre intgration)

Aprs calculs

donc

(

)

(

) (

)

Or
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Do

(

)

Deuxime mthode : (Thorme sens indirect du chapitre
intgration),

(

)

(

)

on retombe bien sur la mme intgrale.

Remarque :

On aurait aussi pu faire le changement de variable . Il y a
parfois plusieurs invariants.

3.4. Si aucun des trois invariants ci-dessus ne marche alors on
pose (

).

Ici pas de problme il faut utiliser le thorme sens indirect du
chapitre intgration.

(

) quivaut donc

et d'aprs les formules de

trigonomtrie circulaire

(

)

Et

Donc

(

)

Cette dernire expression est bien une primitive d'une fraction
rationnelle

Exemple:

ne possde aucun des trois invariants que nous venons de voir (
vrifier),

nous allons utiliser le changement de variable (

).

Aprs calculs

(

)

(

)

(

)

(

( )

| (

)|

( (

)))
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(

( )

| (

)|

(

( )

))

(

( )

| (

)|

( (

)))

(

( )

| (

)

( )

| | (

)|)

( (

)

( ) (

)

| (

) (

)|)

4. Cas des fonctions hyperboliques.

Le problme est de trouver une primitive de toute fonction de la
forme o est

une fraction rationnelle de deux variables. Le changement de
variable (

) permet de se

ramener au calcul d'une primitive d'une fraction rationnelle,
mais cela ncessite lusage de formule un peu compliques,

En effet (

) quivaut donc

, et d'aprs les formules de

trigonomtries hyperboliques (Hors programme)

(

)

( )

Et

(

)

( )

Donc (

)

et cette dernire expression est bien une

primitive d'une fraction rationnelle.

Souvent on utilisera le changement de variable car cela ne
ncessite pas de connaitre les formules ci-dessus. On peut aussi,
parfois utiliser des changements de variables , ou .

Utilisons , donc et

. Notons que :

Et

Exemples:

a)

Premire mthode : en faisant le changement de variable .
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(

)

|

| |

|

Deuxime mthode : en faisant le changement de variable

(

)

|

|

|

|

|

|

(

)

(

) |

|

b)

en faisant le changement de variable .

5. Cas de polynmes de fonctions circulaires.

Le problme est de trouver une primitive du type La linarisation
de permet de calculer cette intgrale. On peut faire plus dans
certain cas.

Quatre cas se prsentent : et pairs ; pair et impaire; impair et
pair et enfin et impairs.

5.1. et

A laide du thorme sens indirect et le changement de variable .
Il s'agit d'un polynme dont on peut trouver une primitive, en
dveloppant par exemple. On

peut aussi faire le changement de variable et faire des
manipulations similaires.

Exemple :

A laide du changement de variable .
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5.2. et Le mme changement de variable permet de se ramener au
calcul d'une primitive d'un polynme. Par contre le changement de
variable ne donne rien de bon.

5.3. et Il suffit de changer les rles de et de , il est clair
que est un bon changement de variable.

5.4. et Il n'y a pas de recette miracle mais

donc le changement de variable (rgle de Bioche) ramne ce calcul
un calcul de primitive d'une fraction rationnelle. Une autre
solution est de linariser cette expression.

Exemple :

Premire mthode :

(

)

Avec

On finit en utilisant la formule de rcurrence que lon a dmontre
dans le paragraphe primitive de fractions rationnelle .

Deuxime mthode : en linarisant

(

)

(

)

(

)

6. Cas des polynmes de fonctions hyperboliques.

Le problme est de trouver une primitive du type Dans les trois
premiers cas (impair/impair, pair/impair, impair/pair) la mme
technique permet

de ramener ce calcul au calcul d'une primitive d'un polynme en
utilisant cette fois la relation

(ainsi que les relations qui s'en dduisent immdiatement et ).
Dans le dernier cas l non plus il n'y a pas de recette

miracle, on peut par exemple dvelopper (

)

(

)

(en utilisant

la dfinition de et ).
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Exemple :

(

)

7. Cas des Intgrales abliennes. Intgrales abliennes de premire
espce.

Il s'agit de trouver une primitive du type (

) o est une fraction rationnelle de

deux variables, o , , et sont des rels et o

est une fraction irrductible.

Thorme:

Le changement de variable

ramne le calcul de (

) au calcul d'une

primitive d'une fraction rationnelle.

Exemple:

pour

est irrductible car les racines du numrateur et du dnominateur
sont respectivement et .

On fait le changement de variable

, on se dbrouille pour exprimer en fonction de ,

ce qui prouvera que donne est bien une bijection (mme si l'on ne
connait pas bien les intervalles de dpart et d'arrive) et cela
permettra de calculer en fonction de et de et

enfin d'exprimer

en fonction de .

Donc

et

Et

(

)

(

)
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Equations diffrentielles linaire dordre 1 et 2

1. Introduction

Une quation diffrentielle est une quation dans laquelle
linconnue est une fonction, disons

: une fonction est solution dune quation diffrentielle linaire
est dite dordre si elle est drivable sur un intervalle ouvert non
vide et telle quen tout point , la valeur de la fonction , celle de
sa drive vrifie une quation du type

O et sont des fonctions continues sur est une solution dune
quation diffrentielle linaire dordre 2 si elle est deux drivable
sur un intervalle ouvert non vide et telle quen tout point , la
valeur de la fonction , celle de sa drive et de la drive seconde
vrifie une quation du type

O et

Exemple :

i) Lquation diffrentielle la plus simple sur est

Les seules solutions de cette quation diffrentielle sont les
fonctions du type ii) Lquation diffrentielle sur , avec , une
constante

Ceci donne un modle mathmatique rudimentaire pour les phnomnes
taux de croissance (ou

de dcroissance) constant, comme la croissance dune population
aux ressources illimites(On

parle de croissance Malthusienne). On remarque que la fonction
est une solution particulire de lquation , en effet

On va en dduire lensemble des solutions, que lon appellera
solution gnrale de . On pose , est une solution de , donc Daprs
lexemple i), est une fonction constante, il existe donc tel que
pour tous :

Ce qui donne

La solution gnrale de est

Une quation diffrentielle admet une infinit de solutions comme
on le constate pour les

quations et . Pour obtenir une unique solution il faut se donner
une condition initiale.

Proposition :

Soient et . Alors il existe une unique fonction drivable ,
solution de lquation diffrentielle et telle que

Dmonstration

On a vu quune solution de lquation tait ncessairement de la
forme

Il reste dterminer laide de la condition initiale, comme

Donc lunique solution de vrifiant est ( )
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2. Equations diffrentielles dordre .

Dfinition :

On appelle quation diffrentielle linaire dordre une quation
diffrentielle de la forme

O et sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert, non
vide , de plus pour tout , . Lquation diffrentielle

Est lquation homogne associ . (ou quation sans second membre,
ESSM, de mme on appelle aussi lquation , lquation avec second
membre, EASM).

Thorme

La solution gnrale de lquation est pour tous ( )

O est une primitive de

sur .

Soient . Il existe une unique solution de lquation telle que
.

Dmonstration

Soit dfinie par ( )

O est une solution de , donc

( ) ( )

( )

( )

Do
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