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Chapitre 3 : Numerisation
 John Klein
 Universite de Lille - CRIStAL UMR CNRS 9189
 John Klein (UdL) SiS 1 / 33
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Paradoxe :
 Un signal numerique est extrait d’un signal analogique, il contientdonc moins d’informations.
 Pourtant le numerique offre une qualite de traitement largementsuperieure.
 →Pourquoi ?
 John Klein (UdL) SiS 2 / 33
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Paradoxe : explications
 Un ordinateur ne sait manipuler que des donnees binaires (doncnumerisees). Les ordinateurs offrent une capacite de calcul aveclaquelle les systemes analogiques ne peuvent pas rivaliser.
 Il est plus facile de proteger une information dans un signal numeriqueque dans un signal analogique. On utilise pour cela descodes-correcteurs d’erreurs. L’archetype du code-correcteur est lechecksum binaire.
 John Klein (UdL) SiS 3 / 33
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Conversion analogique numerique
 Plan du chapitre
 1 Conversion analogique numeriqueEchantillonnageQuantification
 2 Analyse des signaux numeriquesAnalyse temporelleAnalyse frequentielle
 John Klein (UdL) SiS 4 / 33
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Conversion analogique numerique
 Les signaux numeriques n’existent pas dans la nature.
 Les signaux numeriques que nous traitons sur ordinateurs sont tousissus d’un signal analogique originel passe en entree d’un systemeappele convertisseur analogique/numerique (CAN).
 Ce dispositif peut se modeliser en deux sous-systemes :
 l’echantillonneur : il transforme le signal analogique x (t) en une suitede valeurs reelles (ou complexes) xk .le quantifieur : il transforme chaque valeur xk reelle en un niveauxk ∈ D, avec D un ensemble de taille finie. Comme le nombre deniveaux est fini, on peut donc attribuer un code entier a chaque niveauet ainsi les sauvegarder numeriquement sur 1 ou plusieurs octets.
 John Klein (UdL) SiS 5 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage :
 L’etape d’echantillonnage consiste simplement a enregistrer a pas(temporel) constant le signal analogique.
 Le pas est appele periode d’echantillonnage notee Te .
 Figure – Vue schematique « entree / sortie »d’un echantillonneur.
 John Klein (UdL) SiS 6 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage :
 Si l’entree de l’echantillonneur est x (t), on note xe (t) sa sortie (voirfigure 1) qui vaut :
 xe (t) =
 {
 x (t) si ∃n ∈ Z | t = nTe
 0 sinon. (1)
 On peut aussi voir xe (t) comme un train d’impulsions :
 xe (t) =∑
 n∈Z
 x (nTe) δ (t − nTe) , (2)
 ou encore xe (t) = ШTe(t)× x (t) . (3)
 John Klein (UdL) SiS 7 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage :
 −1 1 2 3 4 5
 1
 2
 t
 x (t) signal analogique
 Te
 1
 2
 t
 ШTe(t) peigne
 Te
 1
 2
 t
 xe (t) signal echantillonne
 Figure – Graphique illustrant l’echantillonnage d’un signal analogique x (t).John Klein (UdL) SiS 8 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage :
 D’un point de vue informatique, on conserve d’une part la valeur deTe , et d’autre part, la suite de valeurs xn = x (nTe).
 Chaque valeur xn enregistree individuellement est appelee echantillondu signal analogique.
 John Klein (UdL) SiS 9 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : impact en frequence
 On pose Fe =1
 Te, la frequence d’echantillonnage.
 Appliquons la TF a la formule de l’echantillonnage :
 Xe (f ) = F {xe} (f ) ,
 = F {x × ШTe} (f ) ,
 = {F {x} ⋆ F {ШTe}} (f ) ,
 = {X ⋆ Fe ШFe} (f ) ,
 =
 {
 X ⋆ Fe∑
 n∈Z
 δnFe
 }
 (f ) ,
 = Fe∑
 n∈Z
 {X ⋆ δnFe} (f ) ,
 John Klein (UdL) SiS 10 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : impact en frequence
 Propriete generale de la distribution de Dirac :g (v − a) =
 ∫ +∞
 −∞g (u) δa (v − u) du, pour toute fonction g .
 Dans le calcul precedent, cela donne donc :
 Xe (f ) = Fe∑
 n∈Z
 X (f − nFe) . (4)
 L’echantillonnage induit une reproduction du spectre d’origine X (f )tous les multiples de la frequences d’echantillonnage.
 Chaque reproduction du spectre est appelee replique.
 John Klein (UdL) SiS 11 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : impact en frequence
 Fmax
 1
 f
 X (f ) spectre du signal analogiqueavant echantillonnage
 Fe
 1
 f
 Xe (f ) spectre du signal echantillonne
 Figure – Graphique illustrant le phenomene de repliques spectrales apresechantillonnage.
 John Klein (UdL) SiS 12 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : perte d’information ?
 Sur la figure, on peut recuperer X (f ) a partir de Xe (f ) carX (f ) = 1
 FeXe (f )× Π[− Fe
 2; Fe
 2 ](f ).
 −Fe
 2
 Fe
 2
 1
 f
 Xe (f ) spectre du signal echantillonne
 Spectre du signal echantillonne Xe (f )Spectre recupere apres filtrage
 Filtre ideal passe-bas Π[− Fe2; Fe
 2 ](f )
 Figure – Fenetrage du spectre du signal echantillonne.
 John Klein (UdL) SiS 13 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : perte d’information ?
 En faisant la TF inverse de X (f ), il est possible contre toute attentede recuperer le signal originel x (t) a partir du signal echantillonnexe (t).
 En revanche, la figure n’est pas representative du cas general ! On a eneffet le theoreme suivant :
 Theoreme (de l’echantillonnage de Shannon)
 Soit un signal x (t) dont le spectre X (f ) est a support borne, c’est a dire
 qu’il existe une frequence Fmax telle que ∀f > Fmax , X (f ) = 0.Si on echantillonne le signal x (t) a une frequence Fe telle que :
 Fe ≥ 2Fmax (5)
 alors l’echantillonnage se fait sans perte d’informations.
 John Klein (UdL) SiS 14 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : perte d’information ?
 Pour se convaincre, poussons le calcul quand les hypotheses dutheoreme sont respectees :
 X (f ) =1
 FeXe (f )× Π[− Fe
 2; Fe
 2 ](f ) ,
 ⇔ F−1 {X} (t) =1
 FeF−1
 {
 Xe × Π[− Fe2; Fe
 2 ]
 }
 (t) ,
 ⇔ x (t) =1
 Fe{xe ⋆ Fesinc (πFet)} (t) .
 =∑
 n∈Z
 xe (nTe) sinc (πFe (t − nTe)) .
 John Klein (UdL) SiS 15 / 33
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Conversion analogique numerique Echantillonnage
 Echantillonnage : perte d’information ?
 Et si Shannon n’est pas respecte ? −→ recouvrement
 Fe
 1
 f
 Xe (f ) spectre du signal echantillonne
 Figure – Graphique illustrant le phenomene de recouvrement en casd’echantillonnage avec perte.
 Impossible de recuperer X (f ) en fenetrant par une fonction porte.
 On a tout de meme xe −→ x quand Fe −→ +∞. Plus on preleve depoints, plus xe est proche de x .
 John Klein (UdL) SiS 16 / 33
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Conversion analogique numerique Quantification
 Plan du chapitre
 1 Conversion analogique numeriqueEchantillonnageQuantification
 2 Analyse des signaux numeriquesAnalyse temporelleAnalyse frequentielle
 John Klein (UdL) SiS 17 / 33
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Conversion analogique numerique Quantification
 Quantification :
 Une machine informatique est incapable de memoriser une valeur avecune precision infinie.
 Ceci est valable pour la variable temporelle (t) comme pour les relevesde mesures effectues (les xe(t)).
 Il faut donc appliquer une etape appelee quantification qui permettrad’obtenir une suite reelle tronquee (xn).
 John Klein (UdL) SiS 18 / 33
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Conversion analogique numerique Quantification
 Quantification : principe de la troncature
 1
 1
 2
 n
 xn signal echantillonne
 1
 1
 2
 n
 xn signal numerique
 Figure – Quantification d’un signal echantillonne xn.
 John Klein (UdL) SiS 19 / 33
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Conversion analogique numerique Quantification
 Quantification :
 Pour quantifier un signal, il faut deja predefinir les valeurs que celui-cipeut prendre apres quantification.
 On appelle ces valeurs niveaux et ils sont reperes par des lignes enpointilles dans la figure precedente.
 La distance separant deux niveaux est appelee pas de quantification.
 Plus ce pas est important, plus xn est different de xn et donc plus laperte d’informations est importante.
 Apres la quantification, la numerisation est terminee, on peut doncqualifier xn de signal numerique.Dans la suite du cours, nous negligerons les effets de quantification etnous confondrons donc signaux discrets et signaux numeriques.
 John Klein (UdL) SiS 20 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse temporelle
 Plan du chapitre
 1 Conversion analogique numeriqueEchantillonnageQuantification
 2 Analyse des signaux numeriquesAnalyse temporelleAnalyse frequentielle
 John Klein (UdL) SiS 21 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse temporelle
 Analyse temporelle :
 La plupart des caracteristiques et operations s’obtiennent ennumerique en transformant les integrales en sommes.
 Pour l’energie et la puissance moyenne totale, on a :
 Ex =∑
 n∈Z
 |xn|2, (6)
 Px = limk−→+∞
 1
 2k
 k∑
 n=−k
 |xn|2. (7)
 John Klein (UdL) SiS 22 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse temporelle
 Analyse temporelle :
 L’inter-correlation numerique est donnee par :
 Cxy ,k =∑
 n∈Z
 xnyn−k (si infinite d’echantillons), (8)
 =N∑
 n=0
 xnyn−k (si N echantillons). (9)
 Le produit de convolution devient en numerique :
 {x ⋆ y}k =∑
 n∈Z
 xnyk−n (si infinite d’echantillons), (10)
 =
 N∑
 n=0
 xnyk−n (si N echantillons). (11)
 John Klein (UdL) SiS 23 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse temporelle
 Analyse temporelle :
 Comme dans le cas analogique, {x ⋆ y}k est bien la version temporelled’un nouveau signal.
 Pour ces formules, un echantillon inexistant est remplace par un zero.Ex : y−1 pour le calcul de {x ⋆ y}
 0.
 John Klein (UdL) SiS 24 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Plan du chapitre
 1 Conversion analogique numeriqueEchantillonnageQuantification
 2 Analyse des signaux numeriquesAnalyse temporelleAnalyse frequentielle
 John Klein (UdL) SiS 25 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle :
 On peut appliquer aux signaux numeriques la transformee de Fourieren les considerant comme un train d’impulsions.
 Cette manipulation possede une limitation pratique importante : unsysteme informatique ne peut traiter aucune donnee continue.
 Nous avons vu dans la section precedente que le spectre d’un signaldiscret peut de son cote etre continu !
 Il convient de passer en « tout numerique » et d’avoir un spectrediscret, donc sauvegardable et manipulable par un ordinateur.
 −→ creation d’un nouvel outil dedie a l’analyse frequentielle ennumerique : la Transformee de Fourier discrete (TFD).
 John Klein (UdL) SiS 26 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD
 Definition
 Soit xn un signal numerique a energie finie et N echantillons. On appelletransformee de Fourier discrete (TFD) de xn, la representationfrequentielle discrete notee Xm telle que :
 Xm =N−1∑
 n=0
 xne−2iπ nm
 N , (12)
 avec m un entier compris entre 0 et N − 1. On note T FD l’operateur qui axn associe Xm = T FD {xn}.
 John Klein (UdL) SiS 27 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD
 Elle fournit autant d’echantillons frequentiels (les Xm) qu’on en avaiten temporel (les xn).
 Elle offre une representation frequentielle sur l’intervalle [0,Fe ]. Il estinutile d’observer le spectre sur le reste des frequences carl’echantillonnage provoque des repliques spectrales. La representationfrequentielle est alors periodique et sa periode est justement Fe .
 Les echantillons frequentiels sont equi-repartis sur le segment [0,Fe ].La resolution frequentielle (l’ecart en frequence entre deuxechantillons) est donc forcement ∆f = Fe
 N= 1
 τavec τ la duree
 d’enregistrement du signal en seconde.
 John Klein (UdL) SiS 28 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD
 Formellement, la representation frequentielle Xnum (f ) qu’on obtientgrace a la TFD est donc une fonction des frequences qui estFe-periodique et telle que ∀f ∈ [0;Fe ] :
 Xnum (f ) =
 {
 Xm si f = mFe
 N= m ×∆f
 0 sinon. (13)
 On confondra la suite Xm et la fonction Xnum (f ), de meme qu’onconfond la suite xn et la fonction xe (t).
 John Klein (UdL) SiS 29 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD (illustration)
 Te
 1
 2
 t
 xn signal discret
 −Fe Fe 2Fe
 2
 4
 6
 ∆f
 echantillonsfournis par la TFD
 echantillonsobtenue parperiodicite
 echantillonsobtenue parperiodicite
 f
 |Xm|
 John Klein (UdL) SiS 30 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD (illustration)
 −Fe Fe 2Fe−2
 2 ∆f
 echantillonsfournis par la TFD
 echantillonsobtenue parperiodicite
 echantillonsobtenue parperiodicite
 f
 ϕm
 John Klein (UdL) SiS 31 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD
 Tout comme la TF, la TFD est une operation sans perte.
 Il existe donc un processus inverse appele transformee de Fourierdiscrete inverse :
 xn = T FD−1 (Xm) ,
 =1
 N
 N−1∑
 m=0
 Xme2iπmn
 N . (14)
 Pour la mise en pratique sur ordinateur, il existe un algorithme appeleFast Fourier Transform (FFT) qui fonctionne si le nombred’echantillons N est une puissance de 2.
 John Klein (UdL) SiS 32 / 33
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Analyse des signaux numeriques Analyse frequentielle
 Analyse frequentielle : TFD et TF
 Il faut bien comprendre que la TFD est un outil d’analyse different dela TF.
 Un lien existe dans certains cas seuleument :
 Partons d’un signal analogique x (t) a priori non-nul pour toute valeurde t.
 Le signal enregistre est x (t) = x (t)× Π[0;τ ] (t).
 Supponsons que Shannon s’applique, on a alors :
 1
 Fe
 Xm = X
 (
 mFe
 N
 )
 , (15)
 pour tout entier m compris entre −⌊N2⌋ et ⌊N
 2⌋ 1.
 Dans le prochain chapitre, nous ne specifierons plus que le signal estfenetre en abandonnant la notation xn au profit de xn.
 1. pour tout reel x , ⌊x⌋ designe la partie entiere de x .John Klein (UdL) SiS 33 / 33
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