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mot sur Jacques HarthongJacques Harthong (18:oo)at mathmaticien
etphysicien. Depuis1:,lanne desonrecrutement,
ilestrestlUniversitLouisPasteurdeStrasbourgjusqucequesamaladie
lemporte en:oo.Agrg de Mathmatiques en 11, puis docteur dtat en
181, Jacques Harthong avaitlesouci defairedesmathmatiquesqui
servent ;lexemple dumoir dans sonhommage Georges Reeb tmoigne de
cette volont : doivent tre rsolus les problmes qui seposentet pas
seulement les problmes que lon se pose.Cesproblmesqui seposent,
JacquesHarthongest allleschercherenPhysique(ilsagit
delaPhysiqueausens large: laMcaniqueQuantique,
laPhysiqueStatistique,lOptique, lInfographieetc.), cequi
traduituncertainespritdouverture, espritquil
agardjusqusadisparition.Lorsquequelquun(qui
pouvaittreuntudiant)venaitluiposer une question sur tel ou tel
sujet, il avait tout de suite la rponse ou alors, il disait
quilnesavaitpasmaisquilallaityrchir.Ilrevenaitsouventaveclabonnerponseetuncommentaire
sur la pertinence de la question pose. Cette curiosit scientique
agrmentedune rexion approfondie est une cl pour comprendre lhomme
qui a appliqu le conceptdideintrieure(empruntCasparDavidFriedrich:
dieStimmeseinesInnern)etquelon pourrait comprendre comme suit : il
sagit dun sentiment strictement personnel, quipermet au
mathmaticien de juger, de manire absolument subjective, ce qui est
intressantpour lui, ce qui estsavoie (sic).Cettephilosophie
personnellececodedeconduiteexpliquecertainement lapro-cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 2010vi Avant-proposfondeur des rexions
scientiques de Jacques Harthong. Il sest dmarqu des autres
scien-tiques mais avec un revers de la mdaille sans doute invitable
: la marginalit. Le senti-ment strictement personnel sest trouv
incompatible avec le corporatisme, lappartenance un courant
scientique et la contrainte administrative du nombre.Dans cette
manifestation, il nest en aucun cas question dtre pangyrique. Il
sagit
deprsenterlarichessedesthmestudisparunhommedontlebutavoutaitdecom-prendre.
En quelque sorte, il sagit dun bref retour vers la philosophie
naturelle.Le photocopillageUn gros mensongeSur la page de garde de
nombreux ouvrages que vous avez consults ou utiliss pendant
vostudes, vous avez certainement remarqu parfois une exhortation
contre lephotocopil lage :lephotocopil lagetuelelivre, accompagne
dun plaidoyer pour la protection des auteurs etdelaproprit
intellectuelle. Onacherch vousculpabiliser dephotocopier
unouvrageau lieu de lacheter en librairie.Sachez quil sagit dune
manipulation exclusivement voue protger le droit au protdes
diteurs. En eet les pires ennemis de la
justermunrationdunecrationintel lectuel lene sont pas les tudiants
qui photocopient, mais les diteurs qui le plus souvent ne
versenttout simplement pas cette juste rmunration aux auteurs. Ils
peuvent se le permettre grce la seule loi qui est, toujours et coup
sr, applique : la loi du plus fort (cest--dire du plusriche). Cest
pourquoi cette exhortationcontrelephotocopil lage que vous avez
certainementremarque plus dune fois est vraiment le comble de
lhypocrisie.Jusquunepoquercente,aucuneloi
ninterdisaituntudiantdephotocopierunlivrepour sonusagepersonnel. Si
touteunepromolefaisait individuellement(chaquetudiant photocopiant
lui-mme le bouquin) il ny avait pas dinfraction. Tout dirent
delamanipulationsignaleci-dessusesteneetletexte(parfaitementlgal,lui)qui
gureaussi sur les pages de garde (alina premier de lArticle 40) :
Laloi du11mars1957nautorisant, auxtermesdesalinas2et3delArticle41,
dunepart,quelescopiesoureproductionsstrictementrserveslusageprivducopisteetnondestinesuneutilisationcol
lectiveet, dautrepart,
quelesanalysesetcourtescitationsdansunbutdexempleetdil
lustration,toutereprsentationoureproductionintgrale, oupartiel le,
faitesans consentement delauteuroudeses ayant-droits ouayant-cause,
estil licite. Latechnologie ayant normment voludepuistrente
ans,lesintrts desditeurs sesont de plus en plus heurts ses progrs.
Ainsi jusquau dbut des annes mille neuf centsoixante-dix la
reproduction dun livre ntait pas la porte du simple particulier ;
elle lestdevenue partir des annes mille neuf cent quatre-vingt grce
la photocopieuse de bureauomniprsente.Cestpourquoi
lesditeursontengagunebataillejuridiqueetobtenudenouvelles lois plus
restrictives. Ilest devenu illgal de photocopier un livre mme pour
unusage priv. chacune de ces batailles juridiques ou
parlementaires, les diteurs invoquentsystmatiquement la protection
de la cration intellectuelle, cest--dire la protection de
lacel-00519301, version 1 - 20 Sep
2010viijustermunrationdunartiste,duncrivain,dunchercheur.PlusrcemmentleWebson
tour a commenc heurter les intrts des diteurs et de la mme faon ils
essaient decontraindre lestatsprotgerleurssourcesdeprotcontre
cettevolution. nouveauest entonn le lamento sur les pauvres auteurs
dpossds par des pilleurs.Je voudrais que vous sachiez que ceux qui
dpossdent les auteurs sont surtout les di-teurs etnonlespil
leurs.Laprotection desartistes,crivains, ouchercheurs
estlederniersouci des diteurs. Cet argument est de la pure
hypocrisie, car toutes les batailles juridiqueset parlementaires
menes par le lobby de ldition visent exclusivement la protection
desprots que les diteurs, surtout les plus gros, obtiennent grce
lexploitation sans scrupuledes artistes, crivains,ou chercheurs.
Biensruncrivain ouunchanteur derock clbretouche des droits dauteur
consquents ; mais cest surtout parce que le montant de ces
droitsestalorssusammentlevpourquelerecoursdesavocatssoitrentable:lauteurestpay
parce quil est assez riche pour obtenir dtre pay. Si le cot de
laction en justice estsuprieur au montant des droits dauteur, elle
devient sans intrt et les diteurs le savent.Comment fonctionne
rellement ldition technique ou universitaireAutrefois lditeur tait
un auxiliaire indispensable de lauteur : ce dernier ne pouvait
criresesuvresqulaplumedoie, austylo,
oulamachinecriremcaniqueetenunseul exemplaire, quil devait faire
trs attention ne pas perdre, car sinon il ne lui restaitplus qu
tout rcrire. Les diteurs recevaient ce manuscrit, le faisaient
typographier, relireetcorriger, imprimeret diuser. Ils avaientaussi
unservicejuridiquepour
vrierquelapublicationnecontientriendillicite(celapeutchapperunauteursansquilaiteulamoindremauvaiseintention).
Depuisquexistentlestraitements detextesetlesdiverslogiciels
demiseenpage,lesditeurs nesoccupentplusdutoutdelatypographienidela
correction des preuves ; ils secontentent de changer les polices
etles formats de pages(etencore:
souventilsexigentquelauteurlefasselui-mmedaprsleursnormes).
Lesauteurssontsommsderemettreunedisquettecontenantuntexteprtlapublication(plus
de service fourni par lditeur). Les contrats stipulent que les
auteurs sont
responsablesducontenudeleurmanuscrit(plusdeservicejuridique).Enoutre,bienquelescontratsstipulent
expressment que les auteurs recevront des droits de lordre de 10%
sur les ventes,ces droits ne sont, le plus souvent, mme pas pays,
moins que, comme je le disais plus haut,lauteur ne saisisse la
justice. Ainsi les diteurs ne font plus rien que denvoyer la
disquettechez un imprimeur et de diuser louvrage auprs des
libraires. Au passage, ils prlvent unpourcentage lev. Dans une
maison ddition srieuse ces prots servent payer les
salairesdesemploys,leslocaux, lesinvestissementsetc.
maisvidemmentlapressionessentiellevient comme toujours de la
ncessit de maintenir des dividendes susamment levs auxactionnaires.
Dans les maisons moins srieuses, on se demande o est pass tout cet
argent :aprs ledpt debilan onapprend eneetavec stupeur queles
secrtaires ntaient pluspayes depuis des mois, que limprimeur navait
plus t pay depuis un an etc.Bien entendu, je sais que fort peu de
jeunes se laissent impressionner par les tentativesdintimidation
contre le photocopil lage. Je vois dans les laboratoires des
thsards photocopierdes ouvrages entiers. Flicitations ! (cest
devenu illgal). Je voudrais quand mme, en tantcel-00519301, version
1 - 20 Sep 2010viii Avant-proposquauteur,
fourniruntmoignageconcretcontrecertainesillusionsquepeuventavoirlesprofanes
envers ldition.Vous tes peut-tre tudiant ou jeune chercheur, ou
simplement curieux. Vous avez tudidans des manuels ou consult des
ouvrages plus avancs de recherche. Sans doute ne voustes-vous pas
posbeaucoup dequestions surles auteurs decesouvrages, mais vous
avezprobablement pens que ces gens sont trs comptents et connus et
peut-tre mme que lesditeurs viennent les courtiser pour les
convaincre dcrire. Sans doute croyez vous aussi queles auteurs
gagnent de largent avec ces ouvrages.Cela se passe trs rarement
ainsi !Certesil arriveparfoisquedesuniversitairessoientainsi
courtiss, parexemplesilsviennent dobtenir le prix Nobel. On viendra
alors leur demander dcrire un ouvrage pourlegrandpublic,
exposantleurphilosophiegnraleouexpliquantdemaniretrssimpleetaccessibleles
travaux quileur ontvalulaprestigieuse rcompense. Demme,
silssontdjconnus pourdesouvrages quisevendent
bien,onviendraleurdemander dencriredautres. Cest parce quil y a une
perspective de prot par le nombre des ventes.Toute autre est la
situation des manuels didactiques ou des monographies de
recherche.Ces ouvrages sont principalement achets par des
bibliothques. Certains tudiants achtentleurs manuels pour en
disposer plus commodment ou parce quils aiment les livres ; de
mmecertains chercheurs, sachant quils travailleront longtemps sur
tel sujet, se procurent la biblede leur domaine an de lavoir en
permanence sous la main. Mais la majorit des exemplairessont achets
par les bibliothques et cela constitue un march subventionn par
ltat, quiestassurquasiautomatiquement.
Lesditeurs,pourlaplupartuniquement
motivsparleprot(commelemontreamplement leurmprisabsolupourlecontenu
desouvrages),savent cela. Ces marchs en quelque sorte garantis par
ltat ont donc lavantage de ne pasncessiter de stratgies
commerciales risques et coteuses. Les ouvrages se vendent en
peudexemplaires de lordre de quelques centaines, parfois mille en
langue franaise, parfoisjusqu dix-mille en langue anglaise mais les
prots sont assurs grce aux faibles cotsde production et au
nancement public par les bibliothques. Le comportement des
agentsconomiques est ici analogue celui des ours du Yellowstone
National Park qui ont
trouvplusrentabledechercherleurnourrituredanslespoubellesdestouristespluttquecomme
leurs anctres sauvages dans la fort naturelle. Si ce march
taitnaturelcommele veut la thorie conomique, il faudrait que les
diteurs engagent de nombreux frais pourrendre louvrage plus
comptitif. Au contraire de cela, dans ce type ddition on dite
sanscessedenouveauxmanuscritsqui nontdoncpastrerachets ;commejelai
djditplus haut on se contente de faire imprimer directement le
texte fourni par lauteur sur unedisquette (donc on na pas payer de
salaires pour la typographie informatique), on ne paierien ces
auteurs qui en plus de la conception ont mme fait la
typographie(1).Si par un proche ou par votre activit
professionnelle vous tiez familier des milieux deldition,
voussauriezquelaplupartdesauteursconnusonttousontenprocsavecleur
diteur. Sachez donc que cela sexplique ainsi : les diteurs
appliquent comme une rgle(1) Lescontratsprvoientlepaiementdedroits,
maiscesdroitsnesonteectivementpaysquesi
lauteurengageunprocsquidanslaplupartdescasluicoterapluscherquelajustermunrationquilpeutrevendiquer.cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 2010ixdor de ne payer les droits dauteur que sil
y a menace de contrainte judiciaire. Les
auteursrichesontdonctoutesleschancesdetoucherdesroyaltiessubstantielles,lespauvresparcontre
nont aucune chance. Ces derniers sont le plus souvent des
universitaires qui
criventdesouvragesdidactiquesoudesmonographiesderecherche,
carlenombredexemplairesvendus pour ce genre douvrage est en-dessous
du seuil o un recours judiciaire vaut la peinedtre tent. Dans le
domaine de la littrature de ction, les auteurspauvressont aussi
lesjeunesauteursqui essaientdepercer ; inutilededirequeceuxqui
percentledoiventengnral bien moins leur talent littraire qu leurs
talents de businessmen !Les diteurs savent aussi que les
universitaires qui veulent publier des manuels densei-gnement
oudesmonographies derecherche sontdavantage motivsparlarenomme
quelouvrageleurrapporteraqueparlestrsmodestesdroitsdauteur ; il
estdoncdautantmoins probable quils saisissent la justice. Ainsi je
ne puis accuser unilatralement les seulsditeurs : la vanit des
universitaires est elle aussi responsable de la situation que je
dnonceet les diteurs ne font que lexploiter. Cela nest certainement
pas un argument pour vousdissuader de photocopiller !Les
publications de rechercheUnautrelonexploit sansscrupule
pardegrandes maisons ddition internationales estcelui des revues
professionnelles o les chercheurs publient leurs travaux. Dans le
Big ScienceSystem que je meorce de dcrire par ailleurs dans ces
pages, le rayonnement dun labora-toire ou dun chercheur individuel
se mesure au nombre de publications. Pas leur
qualit,maisleurnombre.Celaestbienconnudesintresss,qui
gnralementysontrsignsfaute de trouver une alternative et ce nest ni
que par ceux qui protent du systme.
Unlaboratoirepeutdoncpayerpourfairedespublicationsprestigieusesetpourtanttrouvercelaavantageux.Enoutreunlaboratoireouuncentrederecherches
doit,pourtenirsonrang, entretenir une bibliothque riche en
documentation et par consquent maintenir desabonnements aux revues
les plus consultes. Les prix de ces abonnements,
essentiellementnancs par les crdits de recherche, cest--dire par
les contribuables, augmente sans cessesous la pression purement
conomique des diteurs qui possdent ces revues. Il sagit de
prixdemonopole, quinesontpasdtermins parlescots
maisparlasolvabilitdesinstitu-tions de recherche ; cela signie que
si les principales nations (disons celles du G7) dcidaientdemain le
doublement de tous les budgets de recherche, aprs-demain le prix de
ces abonne-ments doublerait aussi car les diteurs verraient aussitt
que les laboratoires sont devenuscapables
depayerledouble.Jevouslaissevidemment devinerlesconsquences
quecelaaurait pour les sept pays les plus pauvres de la plante.Dans
tout ce contexte, il est bien clair que
lajustermunrationdelacrationintel lec-tuel le nintervient que comme
slogan, alibi hypocrite destin couvrir les juteuses
oprationsdcrites ci-dessus,tout comme
lesdroitsdelhommeninterviennent quepourhabiller lesintrts
nanciers.LesrcentsennuisdeNapsterqui
distribuaitgratuitementdelamusiquesurleWebrelventexactementdummephnomne:
aunomdelajustermunrationdesartisteset crateursquisont plus souvent
exploits etspolis quermunrs, onveut protger uncel-00519301, version
1 - 20 Sep 2010x Avant-proposracket. Il est inutile que je my tende
davantage puisque susamment de sites sen occupentdj.Je nentrerai
pas non plus dans le dbat sur la justesse du systme conomique, qui
estsusamment (et mme trop) discute sur dautres sites. Jai crit
ci-dessus que la course auprot des diteurs (comme de nimporte
quelle entreprise) est essentiellement conditionnepar la ncessit
daugmenter sans cesse les dividendes des actionnaires. Cest bien
connu :si cet objectif nest pas maintenu, la cote boursire de la
socit baisse et une spirale sen-clenche.Cesystmeest-il
lhorreurconomique ?Oest-il lemoins mauvais possible,
ensortequetoutetentativedelecorrigernepeutaboutirquuneaggravation
delasitua-tiongnrale(2)?Jenaipaslarponsecesquestionsetjenaipasdesolutionmiracleproposer.Maisjepensequilesttoujoursplusutiledecontribuer
laluciditgnraleen apportant, comme je lai fait ici, mon modeste
tmoignage sur les mcanismes rels
dusystmeetendnonantlemensongeetlhypocrisiequi
masquentcesmcanismesrels,pluttquenproposantdesthoriesetdesrvesutopiques.Jerappelleeneetquenousdevons
les bnces pratiques de la science non des gens qui auraient dit un
jour je vaischercher de quoi rendre la vie plus facile et qui
auraient en consquence trouv le feu, laroue, le levier, lengrenage,
le ciment, llectricit, le transistor etc, mais des gens qui
ontcherchdabordcomprendrelefonctionnement reldesphnomnes
aulieudecroirelaction de divers dieux, dmons et
esprits.ConclusionLeprincipal problme quejeveux
soulevernestpaslepaiement desdroits dauteurs. Laplupartdes
universitairesouchercheursont djunrevenuconfortable ;
cettequestiondupaiement desdroits estpoureuxsecondaire.
Maisjustement grcecela,onpourraitdiuser de nombreux manuels ou
monographies pour beaucoup moins cher, pour un prix quicouvrirait
justelesfraisdimpression etlorganisation
deladiusionauprsdeslibraires.Toutlecoteuxtravail deconception,
rdaction, typographie, correction,
miseenpage,tanteectugratuitementparlesauteurs.
Trouvez-vousacceptablequeleslivressoientvendusdesprixqui
comptenttoutcetravail,alorsquilesteectugratuitement maisque les
diteurs en empochent le fruit ? La plupart des auteurs de manuels
ou monographiesderecherche travaillent gratuitement
etaulieuquecelasetraduisepourltudiant oulabibliothque par des prix
modiques, cela est dtourn pour ce racket. Je ne propose pas defaire
la rvolution, mais je soutiens ce quon appelle lconomie solidaire,
le secteur associatif,les mutuelles, les coopratives. Dans ldition,
ce secteur reste crer (ou plus exactement sortir de la
marginalit).Jaijusteunconseil pratique donner ceux quiont
quelquechose direetquisou-haitentlcrire.
Celasadresseavanttoutmescollguesqui sontjeuneschercheursetprparent
unouvragesurleurstravaux,maispeut-treaussiceuxquidbutent
commeauteursdectionetrventdecarrirelittraire. Ceconseil est:
mezvouscommede(2) Voir lexpriencedsastreuse entreprisepar les
bolchviques. Si cest eectivement lhorreur conomique,
peut-ilexisterunsystmemoinsmauvais, quil nousfautalorsinventer,
maisensachantquenousnepouvonsplusgureprendrelerisquedexprimenternouveaucommelesbolchviques
?cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010xilapestedesditeurs
etdeleursbonnesparoles,ilsnevisentquvousutiliserpourfairedelargentsurvotredos.Nelaissezpasvosdroitscespiratesensignantleurscontratslonins.
Non, pour votre juste rmunration mais pour faire baisser le prix
des livres et dela documentation scientique. Cest lapathie ou la
vanit des auteurs qui permet le racket.Faites preuve dindpendance
et publiez dabord sur le Web. Si votre manuscrit obtient uncertain
succs dans le cyber-monde, il sera toujours temps de rpondre un
diteur, maisvousserezenpositionplusforte.Etsi
votremanuscritpassetotalement inaperu(casleplus probable, ce qui
dailleurs ne prouve pas forcment quil est mauvais) vous naurez
detoute faon rien perdu.Pour nir, je ne vous cacherai pas ce que je
souhaite : que les progrs de linformatiqueentranent
laruinedesditeurs.Deplusenplus,aveclesnouvelles technologies
informa-tiques, ils deviennent de simples parasites qui napportent
pratiquement plus aucun servicerel (voir plus haut) et veulent
juste maintenir leur droit au racket par la menace judiciaire.Les
auteurs devraient se regrouper en associations mutualistes capables
de ngocier directe-ment avec les imprimeurs et les libraires. Hlas
je ne crois gure lextinction pure et simpledes diteurs, car ils ont
de quoi payer susamment davocats pour obtenir la protection deltat
contre le mcanisme naturel du march. Que pensez-vous dun mouvement
associatifde diusion de livres ?Si ces
problmesdelditionvousintressent, sachezquils sont
djdbattusdanscertains cercles, hlas trop faibles et trop marginaux.
On dnonce volontiers le Pouvoir delArgent, mais ce qui fait ce
Pouvoir est bien plus lapathie du plus grand nombre dentrenous que
lArgent. Groupez-vous etilsne seront plus rien !cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 2010cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010I
Thormes sur les intgralesCe chapitre expose les conditions dans
lesquelles on peut passer la limite ou driver souslesigneintgral.
Lesquatrechapitressuivantsenferontunusageconstant. Il
estdoncindispensable de lavoir soigneusement tudi avant de passer
la suite.Il comportedesexercicesqui
consistentpresquetouseectuerconcrtement desd-monstrations qui ne
seront reprises que trs rapidement aux chapitres suivants.Lemme I.1
Ingalit de la moyenne Soient ]a ; b[, un intervalle non
ncessairement born(cest--direquonpeutavoira= oub=+),
f(t),fonctionbornesur]a ; b[etg(t), unefonctiontellequelintgrale
_]a ;b[[g(t)[ dt soitconvergente. Alors, lintgrale_]a ;b[f(t)g(t)
dt est absolument convergente et on a :_]a ;b[f(t)g(t) dtsupt]a
;b[_[f(t)[_

_]a ;b[[g(t)[ dt
(I.1)PreuveLingalitdelamoyenneestconnuepourlessommesnies: si |ajet
|bj(j=1, 2, 3, . . . n)sont deux suites nies, on aura toujours
:n

j=1aj bjmaxj=1,n_[aj[_

n

j=1[bj[ (I.2)Or, une intgrale est toujours une limite de sommes
nies(1)et les ingalits largespassent la limite. La dicult, dans les
diverses thories de lintgrale, vient de lexistence ou de
lunicitdeceslimites.Eneet,pouravoirunenotiondintgralecohrente,ilfautquelavaleur(1)
Par exemple, les sommes de Riemann dansla thorie lmentaire,mais
cest vrai aussi pour nimporte quelle
thoriedelintgrale.cel-00519301, version 1 - 20 Sep 20102 Thormes
sur les intgraleslimite soit indpendante de la discrtisation de la
fonction. Lexemple typique pour illustrerce problme est la fonction
:(t) =___1 sit est rationnel0 autrement(I.3)Si on construit une
somme de Riemann en discrtisant lintervalle par tj= j/N, on obtient
:_10(t) dt =limNN1

j=01N_jN_ = 1 (I.4)tandis que si on discrtise partj= j/N, on
obtient(2):_10(t) dt =limNE(N/)

j=0N_jN_ = 0
(I.5)Ainsi,lamthodedeRiemannnepermetpasdednirdefaoncohrenteuneintgraledelafonction.
Lafonctionest lexempledonnparH. Lebesguedanssapremirecommunication
sur le sujet lAcadmie des Sciences(3)dune fonction qui ne peut pas
treintgre par la mthode de Riemann, mais peut ltre par la
sienne.Dans nimporte quelle approche de lintgrale, cependant, une
fois rsolus les problmesdexistenceet dunicitdelalimite,
lavaleurdelintgraleseratoujoursunelimitedesommesnies,
auxquellesonpeutappliquerlingalit(I.2). Lefaitquelintervalle]a ;
b[soit inni, ou que la fonction intgrer devienne innie ena ou enb,
ny change rien nonplus. Par exemple, on aura :_0etdt =limNN

j=01Nej/Nou bien_101tdt =limNN

j=11N1_j/N(I.6)Thorme I.1 [a ; b]estunintervalle born,
fnunesuitedefonctions continues sur[a ; b].Sifnconverge uniformment
sur [a ; b] versf, alors :limn_bafn(t) dt =_baf(t) dt
(I.7)PreuveDire quefnconverge uniformment sur [a ; b] versfsignie
que la suite numrique :un = supt]a ;b[fn(t) f(t)(I.8)tend vers zro.
Daprs lingalitde la moyenne, on a :_bafn(t) dt _baf(t) dtun _ba1 dt
= un (b a) (I.9)Or,b a est ni etuntend vers zro. (2)
Lasommationseectuedej= 0j= E(N/),oE(N/)dsignelapartieentiredeN/.(3)
H.
Lebesgue,Surunegnralisationdelintgralednie,Comptes-rendusdelAcadmiedesSciences,
sancedu29avril,ipoi,vol.132,p.10251028cel-00519301, version 1 - 20
Sep
20103ROnpeutaussiutilisercetargumentsi,aulieudunesuitedefonctionsfn,onaune
famillecontinuefo est un nombre rel qui tend vers zro (ou vers
linni, ou vers nimporte quoi).Exercice I.1 Dans
ladmonstrationduthorme III.6, onintervertit uneintgrationsur
unlacetaveclasommationdunesriegomtrique ;
UtiliserlethormeI.1pourjustiercetteopration.Gnraliser. Exercice I.2
En n de page 80, on peut lire : lorsquun tel lacet est compltement
aplati sur le segment,lintgraledevientcellede 01desvaleurs
limitedeF(z)pardessous,pluscellede1 0desvaleurslimite deF(z) par
dessus.Utiliser le thorme I.1 pour prouver la validit de ce passage
la limite. Exercice I.3
Dmontrerquunesrienormalementconvergentedefonctionspeuttreintgretermeterme.Defaonplusprcise:soitunesriedefonctions
fn(x),lesfntantdniesetcontinuessur [0 ; A]. On posean= supt[0
;A][fn(t)[ etonsuppose que la srienumrique anestconvergente.Alors,
siFn(x) =_x0fn(t) dt, la srie desFn(x) est la primitive de la
fonction fn(x). Voyons maintenant le cas o lintervalle ]a ; b[ est
inni, ou encore, le cas o lintervalleestni
maisolesfonctionsfnetfpeuventdevenirinniesenaouenb,lesintgralestant
cependant convergentes.Thorme I.2 Soient ]a ; b[, un intervalle non
ncessairement born et fn, une suite de fonc-tions continues sur ]a
; b[ telles que les intgrales _bafn(t) dt soient convergentes.Si
surtoutsous-intervalleborn[A; B] inclusdans]a ; b[,
fnconvergeuniformmentsur [A; B] versfet si en outre il existe une
fonction F(t) telle que :1. t ]a ; b[, F(t)0 ;2. t ]a ; b[, n N,
[fn(t)[F(t) ;3. lintgrale _baF(t) dt est convergente.alors
:limn_bafn(t) dt =_baf(t) dt (I.10)PreuveIl faut montrer que : >
0, n0 N, nn0 _bafn(t) dt _baf(t) dt (I.11)Soitdonc> 0.Puisque
lintgrale _baF(t) dtestconvergente, onpeut trouverAetBtelsquea
nRappelons aussi que :limn_1 tn_n= etet 0 _1 tn_n et

Exercice I.5 Dans la phrase qui prcde lquation (V.79), justier
le passage la limite pour 0.On peut aussi noncer une variante du
thorme I.2 : on y a suppos que les fn tendentuniformmentversf
surtoutsous-intervalle[A; B] etqueles [fn[
sonttoutesmajoresparF(t). Pour appliquer ce thorme, ilfaudra donc
vrier soigneusement quepourtoutsous-intervalle[A; B],
lasuitenumriqueun(A, B)=supt[A;B][fn(t) f(t)[tendverszro. Souvent,
on peut trouver plus directement une fonctionF(t), positive ou
nulle, dontlintgrale sur ]a ; b[ est convergente et une suite
numrique un qui tend vers zro telles que :t ]a ; b[, n N, [fn(t)
f(t)[unF(t) (I.15)Dans ce cas, la conclusion est la mme, puisque,
toujours daprs lingalit de la moyenne,on pourra crire :_bafn(t) dt
_baf(t) dt un _baF(t) dt (I.16)On peut donc noncer :Thorme I.3
Soient ]a ; b[,un intervalle non ncessairement born,fn,une suite
defonc-tions continues sur ]a ; b[ telles que toutes les intgrales
_ba fn(t) dt soient convergentes.Sil existe une fonction F(t)0 dont
lintgrale sur ]a ; b[ est convergente, ainsi quunesuite numrique
unqui tend vers zro, telles que :t ]a ; b[, n N, [fn(t) f(t)[unF(t)
(I.17)alors :limn_bafn(t) dt =_baf(t) dt (I.18)cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 20105Exercice I.6
Onobtientlesgalits(IV.56)parunpassagelalimitesouslesintgrales.
Utiliserlethorme I.3 pour le justier en dtail, en majorantla
dirence :et1 +zt et1 at (I.19)Il ne faut pas oublier que sur la
partie courbe des chemins 1et 2,t est complexe. Les thormes I.1,
I.2 et I.3 couvrent pratiquement tous les cas concrets quon peut
ren-contrer. Lespassages lalimitedans lesintgrales servent
presquetoujours tablir desgalits:
formuledEuler(thormeV.6etexerciceI.4), formuledeHankel
(sectionV.6et exercice I.5), calcul de la discontinuit de la
fonction dEuler (quation (IV.53) et exer-ciceI.6),
calculsdintgralesdiverses(sectionsIV.3etIV.5)etc.
Ilsontdoncuneutilitpratique considrable pour les
calculs.Danstouscescas,
laconditiondeconvergenceuniforme,cest--direlexistencedelasuitenumriqueundansles
thormes I.1,I.2etI.3,nestpas plusdicile obtenir quela limite
point-par-point ; cest--dire quil ne cote pas plus cher, dans tous
ces exemples,de vrier queun = supt[fn(t) f(t)[ tend vers zro, que
de vrier que pour toutt x,[fn(t) f(t)[ tend vers zro(4).
Cestpourquoi ces thormes lmentaires sont largementsusants pour
faire des calculs.Pourtant, laconditiondeconvergence
uniformenestpasdutoutncessaireetH. Le-besgue a dmontr(5)la version
suivante du thorme I.2, o les hypothses sont fortementaaiblies
:Thorme I.4 Thorme de convergence domine ]a ; b[
tantunintervallenonncessai-rementbornetfnunesuitedefonctionsintgrables
(ausensdeLebesgue,cest--direpratiquementnimportequoi
pourvuquelintgraledelavaleurabsolueconverge)sur]a ; b[.Si pour
presque tout t(6)x dans ]a ; b[, la suite numrique fn(t) tend vers
f(t) (cest--dire que fn tend point-par-point et non uniformment,
vers f) et sil existe une fonctionF(t) telle que :1. pour toutt
dans ]a ; b[,F(t)0 ;2. pour presque toutt dans ]a ; b[ et pour
toutn N, [fn(t)[F(t) ;3. la fonctionFest intgrable sur ]a ; b[
(i.e. lintgrale _ba F(t) dt est convergente) ;alors :limn_bafn(t)
dt =_baf(t) dt (I.20)Ladmonstration de cethorme estpossibledans
lecadre dela thorie de Lebesgue,mais utilise des proprits nes du
continuum des nombres rels, essentiellement le fait que :(4)
Ilsagitrespectivementdelaconvergencesimpleetdelaconvergencepoint-par-point.(5)
VoirLeonssurlintgrationetlarecherchedefonctionsprimitives,Gauthiers-Villars,Paris,
ipo.(6) Lexpression
presquepartoutsignieendehorsdunensemblengligeable.CettenotionestexpliqueauchapitreII,page17.cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 20106 Thormes sur les intgralesThorme I.5 thorme
dEgoroff Si fn tend point-par-point vers f, alors pour tout >
0et tout intervalle ni [A; B] ]a ; b[ il existe un ensemble E(, A,
B) [A; B] de longueurtotale infrieure tel que la convergence de fn
vers f soit uniforme sur [A; B]E(, A, B)Exercice I.7
EnadmettantlethormeI.5etenadmettantaussi
quonpeutprendreF(t)continue,prouver le thorme de convergence domine
(reprendre la dmonstration du thorme I.2) et au lieu
dedcouperlintgraleentroismorceaux(sur]a ; A[,[A; B]et]B;
b[),ladcouperenquatre (sur]a ; A[,[A; B] E(, A, B),E(, A, B) et ]B;
b[). On considre maintenant une intgrale dpendant dun paramtre :(x)
=_]a ;b[f(x, t) dt
(I.21)quellesconditionspeut-on,sansrisquederreur,driversouslintgrale
? Voicidabordun thorme facile dmontrer dans un cadre lmentaire.
Comme dans les thormes I.3et I.4,lintervalle ]a ; b[nest pas
ncessairement born etsillest, lesfonctions intgrerpeuvent devenir
innies ena ou enb, mais de sorte que lintgrale soit
convergente.Thorme I.6 Drivation dune intgrale Si dans (I.21)
lafonctionf(x, t) possde, pourtout x Uet pour tout t ]a ; b[, une
drive f/x par rapport x, ainsi quune driveseconde 2f/x2et sil
existe une fonction F(t) telle que :1. t ]a ; b[, F(t)0 ;2. t ]a ;
b[, x U,2fx2(x, t)F(t) ;3. lintgrale _baF(t) dt est convergente
;alors :ddx(x) =_bafx(x, t) dt (I.22)PreuveToujours le mme schma.
Daprs la formule des accroissementsnis, on a lingalit:t ]a ; b[, x
U,f(x +h, t) f(x, t) hfx(x, t) 12h2supyU_2fx2(y, t)_

12h2F(t) (I.23)do (par lingalitde la moyenne) :(x +h)
(x)h_bafx(x, t) dt

12[h[_baF(t) dt (I.24)Puisquelintgrale _baF(t) dtestnie,
lesecondmembrede(I.24)tendverszrocausedufacteurh,donc :1. (x) est
drivable surU ;2. sa drive est _bafx(x, t) dt Cette version du
thorme de drivation est une version faible car on exige des
conditionssurladriveseconde. Enpratiquetoutefois,
celanestquexceptionnellementunegne.Cette versionaenoutrelavantage
depouvoirtre dmontre parunesimpleapplicationde lingalit de la
moyenne.cel-00519301, version 1 - 20 Sep 20107La version classique
exige des hypothses bien plus faibles, mais ne se dmontre que
dansle cadre de lintgrale de Lebesgue. Le thorme qui suit est d H.
Lebesgue, en1o :Thorme I.7 On suppose seulement que pour presque
tout t dans ]a ; b[ et tout x dansU,la fonction f(x, t) de (I.21)
possde une drive partielle f/x et quil existe une fonctionF(t)
telle que :1. pour presque toutt dans ]a ; b[,F(t)0 ;2. pour
presque toutt dans ]a ; b[ et tout x dansU, fx(x, t) F(t) ;3.
lintgrale _baF(t) dt est convergente(7).La conclusion est celle du
thorme
I.6.PreuveCethormesedmontreaismentcommecorollaireduthormedeconvergencedomineI.4:soithnune
suite numrique qui tend vers zro (mais on suppose que n N, hn ,=
0). On a :(x +hn) (x)hn=_baf(x +hn, t) f(x, t)hndt (I.25)Daprs les
hypothses, lorsquehntend vers zro, la suite _f(x +hn, t) f(x,
t)/hntend presque partoutversf/x ; en outre daprs la formule des
accroissements nis et du faitque [f/x[F(t), on a aussipour presque
toutt ]a ; b[, n N et x U:f(x +hn, t) f(x, t)hn F(t) (I.26)de sorte
que daprs le thorme de convergence domine :limn(x +hn)
(x)hn=_bafx(x, t) dt (I.27)On a ainsi montr quepournimportequel
lesuitehnqui tend vers zro :(x +hn) (x)hn_bafx dt (I.28)ce qui
signie que est drivable et que sa drive est :(x) =_bafx dt (I.29)ce
qui permet de conclure. Exercice I.8 Ontrouvepage116: Si
lesconditionspourpouvoirdriversouslesigneintgral sontsatisfaites. .
. Prciser ces conditions partir des thormes I.6 et I.7. Exercice
I.9 Ladmonstrationduthorme VII.1utilise lingalit de lamoyenne et
celarevientredmontrer implicitement lethormeI.6. Refaire
cettedmonstrationenutilisant cettefois lesthormes I.6 et I.7.
Exercice I.10 Soit la fonction :(x) =_+eitxt2+ 1 dt = e|x](I.30)(le
calcul de lintgrale se fait par la mthode des rsidus, ce qui est un
autre exercice). On voit, causede la valeur absolue [x[ dans
lexpression droite, que cette fonction nest pas drivable en zro.
Montrerque, justement,lintgralene satisfaitpas
lesconditionsexigespour lethormeI.7 (etencore moinspour le thorme
I.6). (7) Dans la thorie de H. Lebesgue, on dit que Fest intgrable
sur ]a ; b[ plutt que lintgrale_baF(t) dt est
convergente.cel-00519301, version 1 - 20 Sep 20108 Thormes sur les
intgralesExercice I.11 Au chapitre IV, on calcule lintgrale (IV.27)
:(t) =_+eitxx4+ 1 dx = cos_ [t[2 4_ e|t|/2(I.31)(attention !
lerledesvariables xet t est inversparrapport lnoncduthormeI.7).
Vrierdirectementsurlexpressiondroite, que(t)estdeuxfoisdrivableent
=0, maispastroisfois.Constater par ailleurs quelintgrale satisfait
auxconditions des thormes I.6et I.7pour driverunepremirefois ;
ensuite, quepourdriverunesecondefois,
ellenesatisfaitplusauxconditionsduthormeI.6maisencorecellesduthormeI.7.
Enn, quepourdriverunetroisimefois, ellenesatisfaitmme plus aux
conditions du thorme I.7. Un dernier thorme trs utile pour ltude
des fonctions dune variable complexe, dontbeaucoup sont dnies comme
des intgrales, notamment (z), (z, w) au chapitre V, Eu(z),au
chapitre IV, mais aussi les fonctions de Bessel, les transformes de
Fourier ou de Laplace,au chapitre VI, les intgrales de Fresnel
etc.Thorme I.8 On considre une intgrale dpendant du paramtre
complexe z:(z) =_baf(z, t) dt (I.32)Lintervalle]a ; b[ peut,
commeauxthormesI.2I.7, treinni ou, sil est ni,
lesfonctionspeuventdevenirinniesenaouenb. Onsupposequepourtoutt ]a
; b[, lafonction z f(z, t) est analytique dans un domaine du plan
complexe.Sil existe une fonctionF(t) telle que :1. t ]a ; b[, F(t)0
;2. t ]a ; b[, z , [f(z, t)[F(t) ;3. lintgrale _baF(t) dt est
convergente ;alors la fonction (z) est analytique dans et sa drive
analytique est :(z) =_bafz(z, t) dt (I.33)of/zest, pourt x, la
drive analytique dez f(z, t).PreuveAinsi,puisque ladrive
secondedef(z, t) enun pointz=z0de estmajorepar 2 Mr(t)/r2,on peut
crire la formule des accroissementsnis sous la formef(z +h, t) f(z,
t)hfz(z, t) 2Mr(t)(r/2)2(I.34)lingalittant valable pour [z z0[ <
r/2 (on recouvre le disque de centrez0etde rayonr, dans lequel[f(z,
t)[ est major parMr(t), par des disques de centrezet de rayonr/2,
ce qui marche si on prend leszdans le disque de centrez0etde
rayonr/2).Enprocdant exactementcommedans ladmonstrationduthorme
I.6, on obtient ainsi que (z) est analytique dans le disque de
centrez0et de rayonr/2, pourvuque le disque de centrez0et de
rayonrsoitinclus dans , ce qui est toujours possible sirest assez
petit( estouvert). Commeonpeutfairecelapournimporte quel pointz0de
,onaainsiprouv que (z)est analytique au voisinage detout z0 , donc
analytique dans .
ROnconstateque,contrairementauxthormesI.6etI.7,ilnestpasexigquelafonctionFmajoreladrivef/z,
niladriveseconde2f/z2,maisquellemajorelafonctionelle-mme.
Celaestpermisparunepropritremarquabledesfonctionsanalytiques,
lesingalitsdeCauchydaprslecel-00519301, version 1 - 20 Sep
20109corollaire III.6.1. Les ingalits de Cauchy majorent en eet les
drives dune fonction analytique : siMr(t) est le maximum de [f(z,
t)[ sur le disque [z z0[r, on a, daprs lquation (III.49) :fz(z0,
t)

Mr(t)ret2fz2 (z0, t)

2 Mr(t)r2(I.35)Contrairement au thorme I.6, le thorme de
convergence domine de Lebesgue
nauraitpasconduitdeshypothsesplusfaibles(8): ici
nousavonsutilisunemajorationdeladrivesecondecommedanslethormeI.6,
alors quenfaisant appel authormedeconvergence domine,
onauraitpusecontenter dunemajorationdeladrive premire ;mais cela
naurait rien chang, puisquil y a les ingalits de
Cauchy.Concernantlaformuledesaccroissementsnisappliqueauxfonctionsdunevariablecomplexe,
elle se ramne aux fonctions dune variable relle de la manire
suivante. Soithun nombre complexe (celui qui devra tendre vers
zro). Sif(z) est une fonction analytiquedez, on peut considrer la
fonction (t) = f(z +th) de la variable relle t [0 ; 1]
prenantvidemment des valeurs complexes. Sa drive par rapport t est
(t) = hf(z +th), o fdsigne la drive analytique de f. De mme pour la
drive seconde : (t) = h2f(z +th)Dautrepart(0) =f(z)et(1) =f(z +
h).Laformuledesaccroissements nisusuelleapplique donne alors :(1)
(0) (0)

12supt[0 ;1](t)(I.36)Si on remplace les fonctions , et par leurs
expressions partir de f, f et f, cela setraduit par :f(z + h) f(z)
hf(z)

12[h[2supt[0 ;1]f(z +th)(I.37)Si z + thest, t [0 ; 1],contenu
dans undisquedecentrez0etderayonr,surlequel lemaximum de [f(z)[
estMr, on obtient bien lingalit (I.34).REn gnral, lorsque la
fonction (z) du thorme I.8 est analytique dans un domaine , souvent
inni,onnepourrapasmajorerenuneseulefoislafonction [f(z,
t)[parF(t)uniformmentdanstout.La plupart des exercices suivants
correspondent cette situation qui est la plus frquente en
pratique.On majoreraalors [f(z, t)[ par une fonctionF(t) dans une
partie seulementde . Puisle domainesera obtenu comme une runion
innie de partiesUn, = nUn, sur chacune desquelles onaura
unemajoranteFn(mais telleque supnFn = ). Ainsi, on prouvera que (z)
estanalytique dans chaqueUnetparconsquent aussi dans .Exercice I.12
Montrer, partir des dnitions V.1 etV.2,que lesfonctions(x, y) et(x)
sontana-lytiques dans le domaine |x C [ (x) > 0, |y C [ (y) >
0.Appliquer le thorme I.8 aux domainesUn = |x C [ (x) >1n, pour
toutn. Exercice I.13 Montrer que la fonctiondEuler (IV.45) est
analytique dansC ]; 0].Appliquer lethorme I.8auxdomaines Un = |zC[
d(z) >1n, od(z) est dni par laformule (V.62). (8) Les
conditionssur f(z, t) de lnonc auraient pu ntre supposes que
presque partout, ce qui ne se rencontre
jamaisdanslescalculs.cel-00519301, version 1 - 20 Sep 201010
Thormes sur les intgralesExercice I.14 Montrer que lintgrale de
Hankel (V.71) dnit une fonction analytique dans toutC.Appliquer le
thorme I.8 aux domainesUn = |z = x +iy C [ x > n et [y[ < n.
cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010II Formule de
GreenII.1Intgrales curvilignesEn mcanique ou en lectricit, on est
souvent amen considrer lintgrale dune quantitle long dun chemin
curviligne. Soit, par exemple dans le plan, un point matriel soumis
unchamp de forces

F(x, y). Lorsque le point matriel eectue un dplacement
rectiligne AB,le travail du champ de force

Fest le produit scalaire

F AB. Si le point matriel se dplacele long dune courbe, il faut
approcher la courbe par un polygone form dun grand
nombrededplacements rectilignes innitsimaux A0A1, A1A2, A2A3, . . .
AN1AN ;letravailduchamp de forces le long de la courbe est alors
approch par la somme :N1

j=0

F(Aj) AjAj+1(II.1)dont la limite lorsque les dplacements
AjAj+1tendront vers zro etNconjointement verslinni, sera lintgrale
:_

Fd

A (II.2)le symbolereprsentant la courbe (on prcisera plus loin
son sens mathmatique).Appelons a(x, y) et b(x, y) les composantes
du vecteur

Fselon x et y et xj, yj les coordon-nes du point Aj ;
lexpression

F(Aj)AjAj+1 scrira a(xj, yj)_xj+1xj_+b(xj, yj)_yj+1yj_et la
somme (II.1) devient :N1

j=0a(xj, yj)_xj+1xj_+b(xj, yj)_yj+1yj_(II.3)cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 201012 Formule de GreenLorsque les dplacements
AjAj+1tendent vers zro, la somme (II.3) tend vers lintgrale :_a(x,
y) dx + b(x, y) dy (II.4)Lorsquon veut calculer eectivement de
telles intgrales, dites curvilignes, on doit param-trerlacourbe ;
lescoordonnes(x, y)dunpointdelacourbesontalorsfonctiondunparamtre t
qui parcourt un intervalle, soit _x(t), y(t)_ pour t0< t < T.
Les points Ajde lacourbe, de coordonnesxj, yj, correspondent des
valeurs discrtes de lintervalle [t0 ; T]
:xj=x(tj)etyj=y(tj)etbienentendutN=T.Lasomme(II.1)(ou(II.3))devient,enintroduisant
x(t) = dx/ dt ety(t) = dy/ dt :N1

j=0_a_x(tj), y(tj)_x(tj) + b_x(tj), y(tj)_y(tj)_(tj+1tj)
(II.5)puisque _xj+1xj_ x(tj)(tj+1tj) et _yj+1yj_
y(tj)(tj+1tj).Fairetendreles dplacements AjAj+1vers zroquivaut
biensr fairetendrelesquantits tj+1tjvers zro, de sorte que la somme
(II.5) aura pour limite lintgrale :_Tt0_a_x(t), y(t)_x(t) + b_x(t),
y(t)_y(t)_dt (II.6)Celamontrequel est lesens mathmatiqueexact
delintgrale(II.2) ou(II.4) : aprsparamtrage, elles se ramnent des
intgrales au sens
usuel.Toutleraisonnementprcdentreposesurlhypothsequelacourbepossdebienunparamtragedirentiable:
ondit quelacourbeest direntiable. Onpeut tendreleprocddescourbesqui
nepossdentpasglobalementuntel paramtragemaisquonpeut dcouper
enportions qui enpossdent chacunundetelles courbes sont
ditesdirentiables par morceaux car lintgrale curviligne estalors
lasomme des intgralessurchaquemorceau.
Onnepeutpasltendredescourbesplusirrgulires,
tellesqueparexemplelescourbesfractales ;
cesderniresexigentalorslintroductiondenouveauxconcepts
spciques.Lorsquon dcoupe un chemin en morceaux dont chacun possde
un paramtrage di-rentiable, on dit quon eectue une dcomposition du
chemin. Lopration inverse, consistant recoller des chemins qui
jusque l avaient t considrs sparment, sappelle laconcat-nation.
Si1et2sont deux chemins, ayant chacun le paramtrage :1 : t x1(t),
y1(t) 0 < t < S2 : t x2(t), y2(t) 0 < t < T(II.7)alors
le chemin not : : t x(t), y(t) 0 < t < S + T (II.8)tel que
:x(t) =___x1(t) si 0 < t < Sx2(t S) si S< t < S + Ty(t)
=___y1(t) si 0 < t < Sy2(t S) si S< t < S +
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13estappellaconcatnation de1et2 ; onnote=1 + 2. Il
nestpasncessairequex1(S) = x2(0) et y1(S) = y2(0) pour que la
concatnation soit dnie : un chemin peut treform de
morceauxnonconnexes, cest--dire de morceaux qui ne se touchent
pas.Lintgrale est videmment additive par rapport la concatnation
:_1+2a dx +b dy =_1a dx + b dy +_2a dx + b dy (II.9)tant donn un
chemin, on dsignera aussi par le chemin qui consiste
parcourirensensinverse ;si x(t), y(t)pour0 0(VII.41)est dans '1(];
[).On appellera intgrables sur ]; [ les fonctions appartenant cet
espace. Cet espacepeutdsignerlesfonctionsvaleursrellesoucomplexes:
lorsquonditquelintgrale_ [C()[ dconverge, le symbole [ [ peut
dsigner aussi bien la valeur absolue dun nombrerel que le module
dun nombre complexe. Toutefois, lintgrale qui dnit la
transformationdeFourier contient lefacteureix,desortequesiune
fonction estrelle,
satransformedeFouriernelestpasengnral.Eneectuantlechangement
devariable danslintgrale,onvoitquesi Cestrelleet paire,
alorssatransformedeFourierestrelleaussi.Il est clair que siC() est
intgrable sur]; [, la fonction :x f(x) =12_+C() eixd (VII.42)est
dnie pour tout x ]; [. Rien ne prouve que la nouvelle fonction fest
intgrablesur]; [ (cest dailleurs en gnral faux), mais on peut
montrer facilement quelle estcontinue. En eet, daprs lingalit de la
moyenne :[f(x) f(y)[ 12_+[C()[[eixeiy[ d (VII.43)On a aussi
lingalit bien connue :eixeiy2sin (x y) 2
(VII.44)Onpeutmajorer2sin(xy) 2lafoispar2etpar [x y[ [[ ;
divisonsalorslintervalle]; [ en deux parties, lune tant lintervalle
born [A; A], lautre le reste et majorons2sin(xy) 2 par [x y[ [[
sur[A; A] et par2 sur le reste. On obtient :_+[C()[[eixeiy[
d_+AA[C()[[x y[ [[ d + 2_[[A[C()[ d [x y[ A_+[C()[ d + 2_[[A[C()[
d(VII.45)(3) Entouterigueur,ilfautlathoriedelintgraledeH.
Lebesguepourdnirlespace'1(]; [)
;maisfautedetemps,lanatureexactedecetespaceseralaissedanslombre.Ilsuradadmettrequetouteslesfonctionsquonpeutrencontrerenfontpartie,laseuleconditionqueleurintgralesur];
[soitabsolumentconvergente.cel-00519301, version 1 - 20 Sep
2010VII.2Transformation intgrale 119Ceci tantvrai quel quesoit A,
onpeutprendreparexempleA=1/_[x y[ ; lorsque[x y[ tend vers zro,
ledeuxime terme de(VII.45) tend vers zro (puisqueA tend verslinni
et que lintgrale converge) et le premier terme aussi puisque [xy[ A
tend vers zro.On a ainsi montr que la fonction f(x) est uniformment
continue.Onvoitdelammefaonquelanouvellefonctionf(x)estborneuniformmentsur];
[ ; en eet, lingalit de la moyenne donne :[f(x)[ _+[C()[ d
(VII.46)et le membre de droite ne dpend pas dex. On peut noncer
:Lemme VII.1 Lafonction(VII.37)estuniformment continue sur];
[etuniform-ment majore par lintgrale de [C()[.AppelonsC0(]; [)
lensemble des fonctions continues et bornes sur]; [. Iciaussi il
peutsagiraussi
biendesfonctionsvaleursrellesquedesfonctionsvaleurscomplexes.
Onpeutrsumerlesrsultatsprcdentsendisantque(VII.42)
dnituneapplication de '1(]; [) dansC0(]; [).Voyons deux exemples
qui resserviront plus tard.Exemple VII.1 SoitC() = e2. On se
propose de calculer la fonction :f(x) =12_e2ixd (VII.47)On sait dj
que _e2d=_/; remarquons que :2+ix= _ + ix2_2+x24(VII.48)etque +
ix2estunparamtrage deladroite (z)=x2. Celasuggredecalculerlintgrale
deez2dzsurcette droite. Commeez2estanalytique dans
toutleplan,onpeutdireque _ez2dz =0si onprenduncheminferm.
Anderetrouverlafoislintgrale connue et lintgrale sur ladroite
(z)=x2, prenons unrectangle de sommetsA et A+ ix2, aprs quoi on
fera tendreA vers linni. On a donc :_rectez2dz= I1 + I2 + I3 + I4=
0 (VII.49)avec :I1=_AAe2d I2=_ x20e(A+it)2i dt = eA2_ x20e2iAt+t2i
dtI3= ex24_AAe2ixd I4=_0x2e(A+it)2i dt = eA2_ x20e2iAt+t2i dtIl est
vident que lorsque A tend vers linni, les intgrales I2 et I4
tendent vers zro causedu facteur eA2. Puisque I1 +I2 +I3 +I4 est
constamment nulle, cela implique que I1 +I3tend vers zro, autrement
dit :_+e2d= ex24_+e2ixd (VII.50)cel-00519301, version 1 - 20 Sep
2010120 Transformation de FourierLintgrale du premier membre est dj
connue et vaut _/; celle du second membre estcelle que nous
cherchons ( linversion des bornes prs). Donc
:_+e2ixd=_ex24(VII.51)do f(x), qui est gale 12fois cette intgrale
:f(x) =14ex24(VII.52)

Exemple VII.2 SoitC() = 1/(2+ a2). On doit donc calculer
lintgrale :_+eix2+ a2d
(VII.53)quiestdutypeenvisagauthormeVII.5duchapitreIVensectionIV.3.Cethormefournit
la rponse : le dnominateur sannule pourx = ia, donc lintgrale
vautaeaxsix0 etae+ax, autrement. En dnitive :f(x)
=12_+eix2+a2d=12aea[x[(VII.54)

Les fonctions de ces deux exemples sont bien des fonctions
intgrables sur]; [, cest--dire des fonctions appartenant lespace
'1(]; [) puisque les intgrales _e2d et_1/(2+a2) d sont absolument
convergentes. Leurs images par la transformation
intgralesontrespectivementf(x)=(1/4)ex2/4etf(x)=aea[x[.
Cesfonctionssontellesaussi dans lespace '1(]; [), mais cela ne
correspond aucune vrit gnrale.VII.3Principales proprits de la
transformation intgraleNous avons vu en section VII.2,
quenadmettantladrivationsouslesigne_, la drivationde f(x) se
traduisait, pour la fonction C(), par la multiplication par i. Nous
allons tudierdans cette section les conditions de validit de ces
oprations, ainsi que dautres propritsde la transformation, en
prouvant une srie de thormes.Dnition VII.1 Une fonction C() sur ];
[ est dite dcroissancerapide si pour toutentier n > 0, il existe
une constante Mntelle que C()Mn/(1 +[[n).Concrtement cela signie qu
linni, la fonction tend vers zro plus vite que
nimportequellepuissance1/n.Ainsilesfonctionse2ouea[[sontdcroissance
rapide ;mais1/(2+ a2),1/(4+ 1) ou encore1/(12+ 1) ne le sont
pas.Thorme VII.1 SiC() est dcroissance rapide, alors la fonction
:f(x) =12_C() eixd (VII.55)est inniment drivable en tout point. Les
drives sont donnes par :f(n)(x) =12_+(i)nC() eixd
(VII.56)cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010VII.3Principales
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h) f(x))/htendverslintgrale _ i C() eixdpourtoutx. Pourcela,
considrons la dirence :f(x +h) f(x)h_+i C() eixd =_+_eih1h+i_C()
eixd (VII.57)On connat lidentit :_t0s ei(ts)ds = 1 eitit
(VII.58)quon obtient en intgrant par parties et dont on dduit par
lingalitde la moyenne que :[eit1 +it[ 12t2(VII.59)Si on reporte
cette ingalit dans (VII.57) en utilisant nouveau lingalitde la
moyenne, on obtient :f(x +h) f(x)h_+i C() eixd _+eih1h+i [C()[
d

h2_+2[C()[ d(VII.60)Parhypothse, C()estdcroissancerapide,
donclintgrale _2[C()[ destconvergente. Lefacteur12h devant cette
intgrale dans (VII.60) montre que lexpression(VII.57) tend vers
zro.On a ainsi prouv que f est drivable. Il sut de reconduire la
mme argumentation autant de fois quonveut, en remplaant
successivement C() par i C(), puis par 2C() etc : fsera son tour
drivablesi lintgrale _ [3C()[ destconvergente, fseradrivablesi
lintgrale _ [4C()[ destconvergenteetc.
OrlhypothsequeCestdcroissancerapidegarantitquonpeutpoursuivreindniment,carlesfonctions
[[k/(1 +[[n) sont toutes intgrables sink + 2. RLa dmonstration
prcdente montre plus prcisment que si lintgrale :_[nC()[ d
(VII.61)est convergente, alors f(x) est n1 fois drivable. Si
(VII.61) cesse dtre convergente pour n+1, on nepeut plus rpter
indniment le mme argument et rien ne prouve alors que fest n fois
drivable. Onpeut constater cela directement sur lexemple VII.2 : si
C() est la fonction 1/(2+a2), on voit bien quela fonction C() est
intgrable, mais pas la fonction 2C() ; et en eet, sa transforme
f(x) =12aea|x|est continue mais non drivable en tout point.
Troisime exemple plus sophistiqu : lintgrale (IV.23)dont la valeur
est donne en (IV.27) :f(x) =12_+eix4+ 1 d =12 cos_[x[2 +4_
e(|x|/2)(VII.62)La fonctionC() = 1/(4+ 1)estintgrable,ainsique
C()et2C(), maisnon3C(). La vri-cation directe de la drivabilit enx
= 0 montre quef(x) est drivable deux fois (mais non trois) ;
onnotera que daprs la remarque qui suit le thorme VII.1, seule la
premire drivation taitgarantie.Thorme VII.2 SiCest inniment
drivable et que toutes ses drives (ordre zro inclus)sont intgrables
et nulles linni, alorsfest dcroissance rapide.PreuveOn procde en
intgrant par parties :_+AAC() eixd =1ix_C() eix+AA+_+AAC()
eixd_(VII.63)Lexpression entre accolades du membre de droite reste
borne uniformment enA puisqueC() est
nullelinni(donclepremiertermedisparatquandAtendvers
linni)etC()intgrable(donc lesecondtermeresteborn). Il
existedoncuneconstanteM1 telleque [f(x)[ M1/[x[.
Enintgrantnouveaupar parties, on voit quil existe une
constanteM2telle que [f(x)[M2/[x[2et ainsi de suite. Comme
parcel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010122 Transformation de
Fourierailleursf(x) estborne ( M0= _ [C()[) daprs ce qui a t vu
ensectionVII.2, cela prouve que pourtoutn; on a :[f(x)[inf_M0,
Mn/[x[n_

M0 +Mn1 +[x[n(VII.64)donc quefest dcroissance rapide.
Onpeutconstateraussi,daprscettedmonstration, quesi
lhypothsequeCetsesdrivesC,C. . . sont intgrables et nulles linni
ntait vrie que jusqu lordrek,alors on pourrait seulement conclure
quefdcrot plus vite linni que1/xk.Les thormes VII.1 et VII.2
prsents ici sont des versions fortement rduites de tho-rmes plus
gnraux : il existe dinnombrables gnralisations de ces thormes, mais
bienentendu les dmonstrations sont alors beaucoup plus compliques
et sans intrt pour uneformation dingnieur.En runissant les thormes
VII.1 et VII.2, on voit que les fonctions qui ont la
propritdtreinnimentdrivablesetdavoirtoutesleursdrivesdcroissancerapide,
aurontpour transformes des fonctions jouissant de la mme proprit.
Ces proprits sont vraiesgalement pour les transformations , T1et
T

. Les fonctions inniment drivables ayanttoutes leurs drives
dcroissance rapide jouent un rle important en analyse
fonctionnelleet cest pourquoi on introduit un espace spcial pour
ces fonctions :Dnition VII.2 On appelleespacedeSchwartz, lespace de
toutes les fonctions
innimentdrivablesdonttouteslesdrives(ordrezrocompris)sontdcroissancerapide.Onnote
o(1) ou o(]; [) cet espace. Les lments de cet espace seront appels
les bonnesfonctionsoufonctionsrgulires.ROndit espace
pluttquensembleparcequecest unespacevectoriel ; enoutreil seramuni
dunenotion spciale de convergence.Nous avions vu, la section VII.2,
que la transformation intgrale de Fourier tait uneapplication
de'1(1)dansC0(1) ;nous pouvons maintenant ajouter quelimage du
sous-espace o(1) est o(1).Thorme VII.3 Sifetgsont deux fonctions de
lespace '1(1), on a toujours :_+f() g()eiyd=_+f(x + y) g(x) dx
(VII.65)o lon a pos :f() =_+f(x) eixdx et g(x) =_+g() eixd
(VII.66)PreuveOn considre lintgrale double :__R2f(x) g() ei(xy)dxd
(VII.67)Il estclairque
cetteintgraledoubleestabsolumentconvergente,puisquefetgsontdans'1(1)etque[ei(xy)[
= 1.On obtient donc le mme rsultaten intgrantdabordpar rapportpuis
par rapportcel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010VII.3Principales
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par rapport x puis par rapport . Or :_+f(x)_ _+g() ei(xy)d_dx
=_+f(x) g(x y) dx =_+f(x +y) g(x) dx_+g() eiy__+f(x) eixdx_d =_+f()
g() eiyd(VII.68)ce qui permet de conclure. Thorme VII.4 Sif o(1),
on a :f(y) =12_+f() eiyd
(VII.69)Cetterelationestappeleformuledinversion ; eneet, si
festdonnepartirdefpar (VII.66), on retrouve f partir de fgrce
(VII.69).PreuveOncrit (VII.65) avec g() =e2, puis onfait
tendreverszro, alors, pour lapremireintgrale de (VII.65), on
obtient :_+f() e2eiyd 0_+f() eiyd (VII.70)En eet, puisque la
famille des fonctions [f() e2eiy[ est majore uniformment en par une
fonctionintgrable (par [f()[), on peut passer la limite sous le
signe intgral.Voyons lautre intgrale ; la fonction g (x) a t
calcule dans lexemple VII.1 de la section VII.2 :_+e2ixd
=_ex24(VII.71)ce qui montre, en remplaantx par x, que :g (x)
=_ex2/4(VII.72)Par consquent, pour tout > 0, on a :_+g (x) dx =
2 (VII.73)Dautre part, lorsque tend vers zro, g (x) tend
uniformment vers zro en dehors des intervalles ] ; [et cela quel
que soit > 0 (en eet, sup|x|g (x) = g () et cela tend bien vers
zro avec). On en dduitque pour tout :lim0_|x|g (x) f(x +y) dx =0
(VII.74)Par ailleurs, puisquef S(1), on peut dire que [f(x +y)
f(y)[K[x[ avecK = supxR[f(x)[ ; do :_+f(x +y)g(x) dx 2f(y)=_+f(x
+y)g(x) dx _+f(y)g(x) dx

_+[f(x +y) f(y)[g(x) dx

_+K[x[ g(x) dx4K(VII.75)sachant que _Rg (x) dx = 2. Rcapitulons
lensemble du raisonnement : pour tout > 0 :lim0_|x|f(x +y) g(x)
dx = 0 (VII.76)cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010124
Transformation de Fourier pour tout et tout :_|x|f(x +y) g(x) dx 2
f(y) 4K (VII.77)Comme on peut prendre aussi petit quon veut, cela
entrane que :lim0_+f(x +y) g(x) dx = 2f(y) (VII.78)On a ainsi prouv
que la limite du membre de gauche dans (VII.65) est _ f() eiydet
celle du membrede droite 2 f(y). VII.4Notions de convergenceDans
les sections prcdentes, on a introduit des espaces de fonctions :
'1(1), C0(1), o(1).Cesespacessontdesespacesvectoriels: si
deuxfonctionsf etgsontdans'1(1), onaaussi :_+[f(x) + g(x)[ dx
_+[f(x)[ +[g(x)[ dx ==_+[f(x)[ dx +_+[g(x)[ dx(VII.79)et de mme
:_+[f(x)[ dx = [[_+[f(x)[ dx (VII.80)On vrie la mme chose pour les
deux autres espaces.Ces espaces vectoriels sont de dimension innie
: il sut de constater par exemple queles fonctions n(x) = xnex2ou
a(x) = ex2+iaxsont linairement indpendantes : sipourtout x
nk=0kk(x)=0, alorslesksonttousnuls,ouencore,pourtoutefamilleniea0,
a1, a2, . . . an de nombres rels, on a :n

k=0kak(x) = 0 k, k= 0 (VII.81)Pour pouvoir parler de la
convergence de suites ou de sries de fonctions, on doit prciserce
quon entend par convergent ou divergent. Or, il ny a pas une seule
notion de convergence,mais beaucoup ; et de plus, comme on va le
voir, il nest pas possible de trouver une notionuniverselle de
convergence, qui dans chaque cas serait toujours la meilleure. On
rencontreradirents problmes, pour chacun desquels simposera un type
dirent de convergence :espace'1(1) la notion naturelle de
convergence est la convergence diteenmoyenne:on dit quune suitefnde
fonctions de '1(1) converge enmoyenne vers la fonction f,galement
dans '1(1), si :limn_+[fn(x) f(x)[ dx = 0 (VII.82)espaceC0(1) la
notion naturelle de convergence est la convergence diteuniforme:
ondit quune suitefnde fonctions deC0(1) convergeuniformment vers la
fonctionf,galement dans C0(1), si :limn_supxR[fn(x) f(x)[_ = 0
(VII.83)cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010VII.4Notions de
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o(1)lanotionnaturelledeconvergenceestlasuivante(ellenapasdenomconsacr)
: on dit quune suite fn de fonctions de o(1) converge dans o(1) ou
ausensde o(1), ou encoreausensdeSchwartz, vers la fonctionf,
galement dans o(1), sipour tout couple dentiers j, k 0
:limn_supxR_(1 +[x[k)[f(j)n(x) f(j)(x)[__ = 0 (VII.84)La
convergence dans o(1) est une notion trs forte de convergence : fn
tend vers fsitoutes les drives de fn, multiplies par nimporte
quelle puissance de [x[, convergenttoutes la fois uniformment.o(1)
est un sous-espace deC0(1) et il est clair que sifnconverge
versfdans o(1),
alorsfnconvergeversfdansC0(1)(cest--direuniformment).Dautrepart,
o(1)estaussiun sous-espace de'1(1) et il est clair aussi que
sifnconverge versfdans o(1), alorsfnconverge versfdans '1(1)
(cest--dire en moyenne).Parcontre, si fnetfsontdans'1(1)
C0(1),laconvergence enmoyenne nentranepas la convergence uniforme,
ni la convergence uniforme, la convergence en moyenne(4).Appliquons
ces nouvelles notions la transformation intgrale de Fourier.Thorme
VII.5 Sifnconverge vers fdans '1(1), alors fnconverge vers fdans
C0(1). Sifnconverge versfdans o(1), alors fnconverge vers fdans
o(1).Autrementdit,
latransformationintgraledeFourierestuneapplicationcontinuede'1(1)
dans C0(1) et de o(1) dans lui-mme.PreuveEn utilisant lingalitde la
moyenne, on obtient : fn() f ()=_+[fn(x) f(x)] eixdx

_+fn(x) f(x)dx (VII.85)cequi prouvelapremirepartieduthorme.
Ensuite, lingalitdelamoyenneetlesthormesVII.3et VII.4 conduisent
aux ingalitssuivantes :[[k fn() f()

_+f(k)n(x) f(k)(x)dx f(j)n() f(j)()

_+[x[jfn(x) f(x)dx[[k f(j)n() f(j)()

_+dkdxk_xj_fn(x) f(x)_ dx(VII.86)La dernire expressionse majore
encore avec la formule de Leibniz :

k

=0K_+[x[j[f()n(x) f()(x)[ dx (VII.87)la somme ne portant (au cas
oj< k) que sur lesj ; en combinant tout cela :_1 +[[k_ f(j)n()
f(j)()

_+[x[jfn(x) f(x)dx +

K_+[x[jf()n(x) f()(x)dx(VII.88)(4) Toutefois, si
onconsidraitlespace'1([a ; b]), olintervalleborn[a ; b]
remplacelintervalle]; [,
laconver-genceuniformeentraneraitlaconvergenceenmoyenne.cel-00519301,
version 1 - 20 Sep 2010126 Transformation de FourierSi fn f
tendverszrodans S(1), il existe, pournimportequellepairedentiers j,
0, unesuitenumriqueM(j,)n,quitendverszroettelleque [f()n f()[
M(j,)n/(1 + [x[j+2) ;ladernireingalitci-dessus donne alors :_1
+[[k_ f(j)n() f(j)() M(j,0)n_+[x[j1 +[x[j+2dx+

KM(j,)n_+[x[j1 +[x[j+2 dx(VII.89)o il est vident que les termes
du second membre tendent vers zro quandn tend vers linni. On voit
que la continuit de la transformation de Fourierf fsobtient par un
argu-ment simple parce que les notions deconvergence retenues
correspondent exactement auxproprits de lintgrale. On ne pourrait
pas obtenir la continuit de faon aussi simple (onne lobtiendrait
dailleurs pas davantage par des voies compliques) si par exemple on
consi-drait la transformation comme dnie sur E= '1(1)C0(1) et
valeurs dans F= C0(1)et en considrant dansEetFla convergence
uniforme. Tout cela montre que le choix desbonnesnotions de
convergence est essentiel.Une autre question se pose encore
:latransformationdeFourierest-el leinjective, sur-jectiveetc ? On
peut dduire facilement du thorme VII.4 que la transformation de
Fourierest une bijection de o(1) sur lui-mme. Lexistence dune
formule dinversion le prouve : sif= 0, alors f(x) =12_ f() eixd est
forcment nul pour tout x, donc la transformationestinjective ; etsi
h o(1), il estclairquenposantf(x) =12_h() eixdonauraautomatiquement
h = f ; comme daprs les thormes VII.1 et VII.2,fest dans o(1),
latransformation est aussi surjective.Par contre on ne peut pas
dduire de la formule dinversion que f fest une
bijectionde'1(1)dansC0(1). Dabord, cetteformulenapastprouvepourf
'1(1)maisseulement sifest une bonne fonction, cest--dire sif o(1).
Dautre part, il est videntque les lments deC0(1) ne sont pas tous
intgrables et on ne voit pas a priori commenttendre la formule
dinversion C0(1). Nous verrons plus loin quon peut cependant
tendrelatransformationdeFourierdesfonctionsnonintgrables.Maisilsetrouvequemmesionintroduit
cesextensions,ilrestedeslments deC0(1)quinesontlimagedaucunlment de
'1(1). Cest--dire que la non surjectivit est intrinsque et non due
simplement une insusance dans les dnitions. Il y a donc un
sous-espace (strict) deC0(1) qui estlimage de '1(1) par la
transformation de Fourier.Ces questions relatives lespace '1(1)
sont sansintrt pour une formation dingnieuretnesontmentionnes
iciquepourlescurieux.Lespace
o(1)estbeaucoupplussimpleetsutpourtraiterlesproblmesthoriquesutiles.
Si onveuttraitereectivementlesquestions relatives lespace '1(1), on
ne peut se contenter de la dnition vague qui en at donne ici
fonctionsintgrables et on doit se placer dans le cadre de la thorie
delintgrale de Lebesgue, qui donne de lespace '1(1) une dnition
rigoureuse et opratoire.VII.5Espace '2(1)Dnition VII.3
Ondsignepar'2(1)lespacevectorieldesfonctionsdecarrintgrablesur ];
[, cest--dire les fonctions f(x) telles que lintgrale _+f(x)2dx
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127Cet espace est le plus important de lanalyse fonctionnelle. Son
importance est encore ren-forceparlerleessentiel quil
joueenmcaniquequantique. Commelespace'1(1),
ilnepeuttrednidunemanireprciseetopratoirequedanslecadredelathoriedelintgrale
de Lebesgue.Thorme VII.6 Ingalit de Schwartz Si f
etgsontdeuxlmentsde'2(1), alorsleurproduit fgestlmentde'1(1)
etleursommef+ gest lmentde'2(1)et parconsquent '2(1) est un espace
vectoriel. En outre, on a lingalit :_+f(x) g(x) dx

_+f(x)2dx _+g(x)2dx (VII.90)PreuvePour montrer en toute rigueur
quefgest lmentde'1(1), il faudraitavoir dni'2(1) dansle cadre de la
thorie de Lebesgue. Cest pourquoi ce rsultat sera admis. On en
dduit que(5):_+f(x) +g(x)2dx =_+f(x)2dx +_+g(x)2dx + 2_+f(x) g(x)
dx

_+g(x)2dx + 2_+f(x) g(x)dx([[f[[2
+[[g[[2)2(VII.91)Lesnormesdefetgsontniesdaprsleshypothsesetlersultatadmis,
donclintgraledupremiermembreestnie. Commeil
estparailleursvidentquesi _ [f(x)[2dxconverge, il enestdemmede_
[f(x)[2dx, on a prouv par l que'2(1) est bien un espace
vectoriel.Enn, on remarque que lintgrale convergente _ [f(x)
+g(x)[2dx est toujours positive. Or :_+[f(x) +g(x)[2dx =
2_+[f(x)[2dx + 2_+f(x) g(x) dx +_+[g(x)[2dx (VII.92)Laconditionpour
quecelasoitpositifpourtoutestque lediscriminantdecette
expressionduseconddegr en soitngatif, ce qui donne exactement
lingalit(VII.90). Sur'2(1), on considre, tout comme sur'1(1),C0(1)
et o(1), une notion de conver-gence
spcique,appeleconvergenceenmoyennequadratique:unesuitefndefonctionsde
carr intgrable converge vers une fonction fgalement de carr
intgrable si :limn_+fn(x) f(x)2dx = 0 (VII.93)Pour exprimer
commodment ces nouvelles notions de convergence, on introduit pour
toutf '1(1) la notation :[[f[[1=_+[f(x)[ dx (VII.94)et pour toutf
'2(1) :[[f[[2=_+[f(x)[2dx (VII.95)Avec ces nouvelles notations,
lingalit de Schwartz (VII.90) scrit :[[fh[[1
[[f[[2[[h[[2(VII.96)(5) Cesingalitscorrespondentaucasof
etgsontdesfonctionsvaleursrelles ; maissi ellessontcomplexes,
ilsutderemplacer2_f(x)g(x) dxpar_f(x)g(x) +f(x)g(x)
dxpourquetoutescesingalitsrestentvalables.cel-00519301, version 1 -
20 Sep 2010128 Transformation de FourierThorme VII.7 Ingalit de
Minkowski Sifetgsont deux lments de'2(1), alors :[[f+ h[[2 [[f[[2
+[[h[[2(VII.97a)[[f h[[2

[[f[[2 [[h[[2(VII.97b)PreuveCela se dduit facilementde
lingalitde Schwartz (VII.90). En eet :[f(x) +h(x)[2=
[f(x)[2+[h(x)[2+f(x) h(x) +f(x) h(x) (VII.98)soit, en passant aux
intgrales :_+[f(x) +h(x)[2dx =_+[f(x)[2dx+_+[h(x)[2dx+_+f(x) h(x)
dx+_+f(x) h(x) dx(VII.99)Les deux derniers termes du membre de
droite se majorentpar lingalit de Schwartz, ce qui donne :_+[f(x)
+h(x)[2dx[[f[[22 +[[h[[22 + 2[[f[[2[[h[[2
(VII.100)etonreconnatdanslemembrededroiteci-dessusledveloppementde
_[[f[[2+ [[h[[22. Onaainsi ob-tenu (VII.97a). Pour avoir (VII.97b),
il sut de remplacer dans (VII.97a), fpar f h, puis (si [[f[[2<
[[h[[2)dchangerfeth. Thorme VII.8 Formule de Parseval Soient feth
deux bonnes fonctions valeurs rellesou complexes, alors :_+f()h()
d= 2_+f(x) h(x) dx (VII.101)La barre deh() ou h(x) dsigne le nombre
complexe conjugu et disparat si les fonctionssont valeurs
relles.PreuveAppelonsfla transformationde Fourier inverse :f()
=_+f(x) eixdx;f(x) =12_+f() eixd (VII.102)On commence par remarquer
que :f() =_+f(x) eixdx = 2f() (VII.103)et inversement :f()
=12_+f(x) eixdx =12f() (VII.104)Danslidentit(VII.65), prenonsy=0et
g= h=2h. Alorsonaura g=2 h, puisque et secompensent.
PourlestransformationsdeFourier, T1, ou T

(voirsectionVII.2), larelationdeParseval prend une forme
symtrique :_+f() h() d=_+f(x) h(x) dx (VII.105a)_+T1f() T1h()
d=_+f(x) h(x) dx (VII.105b)_+T

f() T

h() d=_+f(x) h(x) dx (VII.105c)cel-00519301, version 1 - 20 Sep
2010VII.5Espace '2(1) 129En prenant h = f, on obtient les relations
trs importantes :[[f[[2= [[f[[2, [[T1f[[2= [[f[[2, et [[T

f[[2= [[f[[2(VII.106)la grandeur [[f[[2tant appele lanorme
defdans '2(1) ; elle est donne par :[[f[[2=_+f(x)2dx
(VII.107)OnpeutalorsnoncerlarelationdeParsevalendisantquelestransformations,
T1ouT

conservent la norme dans '2(1) : ce sont desisomtries de lespace
'2(1). Cette faondedirersulteduneanalogieaveclesespaceseuclidiens
olanormedunvecteurestsalongueur.CetteanalogieconduitlathoriedesespacesdeHilbert
quenousaborderonsplusloin:
unespacedeHilbertestanalogueauxespaceseuclidiens, sauf
quesadimen-sion estinnie. Les isomtries de lespace euclidien sont
les rotations etles symtries. Lestransformations T1et1sont donc en
quelque sorte des rotations de lespace
'2(1)(6).Sionpoursuitcetteanalogieaveclagomtrie euclidienne,
onpeutdirequelatrans-formation f f, pour laquelle la relation de
Parseval scrivait [[f[[2=2 [[f[[2, nest pasexactement une isomtrie,
mais une sorte de similitude (compose dune rotation et
dunehomothtie ici de rapport 2).Thorme VII.9 Lespace
o(1)estdensedans'2(1):pourtoutefonctionfdecarrin-tgrable, il existe
une suite de bonnes fonctionsfnqui converge en moyenne
quadratiqueversf.PreuveLadmonstrationnutilisequedes techniques
lmentaires, mais est fastidieuse. Lideest lasuivante : on construit
partir def, suppose donneapriori dans'2(1), dabord les fonctions
:gn(x) =_f(x) si [x[n0 si [x[ > n(VII.108)puis on pose :fn(x)
=_n_+en(xy)2gn(y) dy (VII.109)Lopration ci-dessus est ce quon
appelle un lissage par convolution. On montre alors laide
dintgrationsparpartiessuccessives,
accompagnesdingalitsdelamoyenneetdedcoupagesenmorceaux,
quelesfonctionsfnainsi construitessontdebonnesfonctions,
innimentdrivablesetdcroissancerapidelinni ainsi que toutes leurs
drives. Ensuite, avec le mme type de techniques, on montre que _
fn(x) f(x)2dx tend bienvers zro quand n tend vers linni. La thorie
de lintgrale de Lebesgue est certes
impliciteparlvocationdelespace'2(1),
maisladmonstrationduthormenutilisedecettethorie quedesproprits
lmentaires delintgrale, telles quelingalit delamoyenne,lingalit de
Schwartz, ou lintgration par parties.Le mme type de dmonstration
permet dtablir aussi que :(6)
Nousyreviendronsetnousverronsdefaonprcisequellessapparententbiendesrotationsdangle/2.cel-00519301,
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Lespace o(1) est dense dans '1(1) : pour toute fonction fintgrable,
ilexiste une suite de bonnes fonctionsfnqui converge en moyenne
versf.Parcontre o(1) nest pasdensedansC0(1),
lespacedesfonctionscontinuesetbor-nes. Il estdailleurs assezfacile
de comprendre pourquoi :la convergence dansC0(1)
estlaconvergenceuniformesurtout1, cequi veutdirequesi fntendversf
dansC0(1),supx[fn(x) f(x)[ tend vers zro ; or les bonnes fonctions
sont toutes nulles linni : il estvident que si par exemple f= 1
etfn o(1) on aura toujours supx[fn(x) f(x)[1.Ce qui est vrai est le
rsultat suivant :Thorme VII.11 Lespace o(1) est dense, pour
laconvergenceuniforme, dans lespaceC00(1)desfonctionscontinues et
nul les linni : pourtoutefonctionf continue, ettelle
quelimxf(x)=0,ilexisteunesuitedebonnes fonctionsfnquiconverge
uni-formment sur tout 1 vers la fonctionf.En runissant les thormes
VII.8 et VII.9, on obtient le corollaire suivant, qui est lunedes
proprits les plus remarquables de lespace '2(1) :Thorme VII.12 La
transformation de Fourier, dnie sur o(1), se prolonge par continuit
'2(1) ; sur lespace '2(1), ce prolongement est inversible et
continu ainsi que son inverse :cest un isomorphisme. La formule de
Parseval de prolonge elle aussi '2(1) tout entier,de sorte que
(VII.105) est vrai pourfeth quelconques dans '2(1).PreuveDaprs la
formule de Parseval du thorme VII.8, sif S(1), on a [[f[[2 = 2
[[f[[2. En eet, ilsut de poserh = fdans (VII.105), puis de prendre
la racine carre des deux membres. Si maintenantfest un lment
quelconque de '2(1), non ncessairement dans le sous-espace S(1), on
peut dire daprs lethorme VII.9, quil existe une suitefndlments de
S(1) qui tend dans '2(1) (cest--dire en moyennequadratique)versf.
Posonsalorspardnition f =limn fn. Lalimite f
nedpendpasdelasuitefnchoisie, puisquesi
onenavaitprisuneautregn(ayantgalement f pourlimite),
onauraitdaprslaformule de Parseval (VII.105), [[fn gn[[2 = 2 [[fn
gn[[2, ce qui tend videmment vers zro. Cependant,rien ne prouve
apriorique cette limite existe ; en fait, lexistence de cette
limite est garantie pour la raisonsuivante : la suite fn tant
convergente dans '2(1), est automatiquement une suite de Cauchy,
cest--direque limnsupmn[[fm fn[[2=
0.DaprslarelationdeParseval(VII.105),lasuite fnestalorsaussiune
suitedeCauchy,puisque [[fm fn[[2= 2 [[fm fn[[2.Lexistencedune
limitedelasuite
fndanslespace'2(1)rsultedunepropritquondmontredanslathoriedeLebesgue,
savoirquelespace'2(1)estcomplet. On a ainsi prolong parcontinuit la
transformation f f. Puisque le sous-espace o(1)est dense dans
'2(1), ce prolongement par continuit stend '2(1) tout
entier.PourprouverquelaformuledeParsevalseprolongeaussi,supposonsdabordquelesfonctions
feth de (VII.105) sont relles. On peut alors crire que :[[f+ h[[22=
[[f[[22 +[[h[[22 + 2_+f(x) h(x) dx (VII.110a)[[f+h[[22= [[f[[22
+[[h[[22 + 2_+f()h() d (VII.110b)Ces galits montrent quil sut de
prouver que :[[f[[2=2 [[f[[2(VII.111)cel-00519301, version 1 - 20
Sep 2010VII.5Espace '2(1) 131Eneet, si celaestvrai pourtoutf,
ceseravrai aussi pourf, hetf+ het(VII.105)rsultera de (VII.110a) et
(VII.110b).Or, daprslingalitdeMinkowski (VII.97b), limfn=f
entraneautomatiquementquelim[[fn[[2= [[f[[2etdemmelimfn= f
entranequelim[[fn[[2= [[f[[2. Si donclarelation
(VII.111)estvraiepourlesfnetles fn,quisont dans
o(1),elleseravraieaussipour les limites.Enn, sifeth sont complexes,
on se ramne au cas qui vient dtre trait en sparantla partie relle
et la partie imaginaire.La formule dinversion (VII.69) du thorme
VII.4 ne peut pas se prolonger telle quelle,puisque sifest un lment
quelconque de '2(1), lintgrale _ f() eixdnest pas forc-ment dnie.
On procde alors ainsi : soit fun lment quelconque de '2(1) et gn
une suitedlments de o(1) qui converge (en moyenne quadratique) vers
f. La formule dinversionpeut scrire :f(x) =limn12_+gn() eixd
(VII.112)Il estfacile de voir que cela est vrai quelle quesoit la
suitegnchoisie :daprs la relationde Parseval prcdemment tendue
'2(1) tout entier, [[ gn f[[2=2 [[gn f[[2(ogndsigne la transforme
inverse de gn). Cela montre bien que si gn tend vers f, alorsgn
tendversf.Pourqueladmonstration soitintellectuellement honnte,il
convient encoredappro-fondir un aspect de la question qui est rest
dans lombre parce que lespace '2(1) na past construit devant vous,
mais renvoy la mystrieuse thorie de H. Lebesgue.
RevenonslaquestiondelabijectivitdelatransformationdeFouriertendue'2(1).
Dansladmonstration ci-dessus, nous avons fait comme si la
bijectivit tait tablie automatique-ment par la simple existence de
la formule dinversion tendue (VII.112), ce qui est certescorrect,
mais cache un point subtil. Pour tre bijective, il faut dabord que
la transformationdeFouriertendue '2(1)soitinjective
;cequisigniequesi f= g,alorsf=g.Ilestbienclairque f= gentrane [[f
g[[2=0:celarsultesimplement decequelintgraledune fonction nulle est
nulle. Notre dmonstration est entirement base sur la formule
deParseval, daprslaquelle, si [[f g[[2=0, onauraaussi [[f g[[2=0.
Lepointqui estrest dans lombre est alors celui-ci : comment
pouvons-nous armer quef= g, alors quela relation de Parseval permet
seulement dobtenir [[f g[[2= 0 ? Lintgrale du carr dunefonction
nulle estnulle, mais la rciproque de cette armation est fausse:
sipar exempleune fonction h(x) est telle que _ [h(x)[2dx = 0, on ne
peut pas conclure queh(x) est nulleentoutpoint: si
h(x)estnullepartoutsauf enunnombreni oudiscret depoints,sonintgrale
sera nulle et pourtant on ne pourra pas dire que x,h(x) = 0. Dans
la thorie deLebesgue, il existe un concept spcial pour cela : un
ensemble ni ou discret de points est unensemblengligeable
ouensembledemesurenul le (chapitre II, p. 17). La notion
dintgraleadmisedanscecoursesttropvaguepourpermettreunednitionprcise,rigoureuseetopratoire
des ensembles ngligeables. Lorsque [[f g[[2= 0, on ne peut donc pas
conclurequelquechosedeprcis.DanslathoriedeLebesgue,onpeutdmontrerrigoureusementles
deux thormes suivants :cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010132
Transformation de Fourier1. Si _ [f(x)[ dx = 0 ou _ [f(x)[2dx = 0,
alors il existe un ensemble ngligeable en dehorsduquelfest nulle.2.
Entre deux fonctionsfetg, la relation : il existe un ensemble
ngligeable en dehorsduquelf(x) = g(x) est une relation
dquivalence.Les espaces'1(1) et'2(1) sont en ralit des espaces
quotients par cette relation dqui-valence.Ainsi, quandonditquef
'2(1), onsous-entendquefnestpasexactementune fonction dnie en
chaque point de lintervalle 1, mais une fonction dnie
enpresquetouslespoints.Parexemple,lafonctionJ(x), gale1si
xestrationnelet0si xestirrationnel, ne se distingue pas de la
fonction gale zro
partout.Enconclusion,lethormeVII.10dittrsexactementceci: si
deuxfonctionsfetg,dnies entout pointde1etdecarrs intgrables, sont
telles que f= g,alorsf gestnullepresquepartout,i.e. en dehors dun
ensemble ngligeable.La surjectivit de la transformation de Fourier
tendue '2(1) exige une interprtationanalogue : si f(x) est une
fonction dnie en tout point x de 1 et de carr intgrable, il
existeunesuitefndlments de o(1)quitendversf enmoyennequadratique
;lasuite fnestalors une suite dlments de o(1) qui a une limite dans
'2(1) (car cest une suite de
Cauchyetque'2(1)estcomplet).Maiscelanesigniepasquepourtoutx,
lasuitenumrique

fn(x) a une limite dans 1 : on peut seulement armer cela en
dehors dun certain ensemblengligeable,
dontlathoriedeLebesguegarantit lexistence.Desortequelalimitede
fnestunefonction dniepresquepartout, ausens deLebesgueetnon
absolument partout.Cette limite est alors llment de '2(1) dont la
transforme de Fourier est f, ce qui prouvela
surjectivit.VII.6Transformation de LaplaceUne autre transformation,
trs importante pour les applications lectroniques par exemple,est
la transformationde Laplace, qui
sapparentelatransformationdeFourier. tantdonne une fonctionf(t)
dnie sur lintervalle[0 ; [,on appelle transforme deLaplacedefla
fonction :F(z) =_+0f(t) eztdt (VII.113)Cettednitionestcorrectesi
lintgraleconverge ;pourgarantircela, onneconsidreraquedesfonctionsf
croissanceauplusexponentielle, cest--diredesfonctionsf
pourlesquellesil existedes constantespositives Met Atellesque t 0,
[f(t)[ M eAt.Sous ces conditions, on peut armer que la transforme
de LaplaceF(z) est une fonctionanalytiquedezdansledemi-plan
(z)>A. Pour (z) 0, lintgraleseraengnraldivergente, mais cela
ninterdit pas queF(z) puisse avoir un prolongement analytique
au-del du demi-plan (z) > A. En tous cas, il est clair que la
fonction f(t) = et2par exemple,na pas de transforme de
Laplace.Voyons des exemples :Exemple VII.3 f(t)=
t1Cettefonctionestcroissanceauplusexponentielle.Daprsce qui a t vu
au chapitre V, sa transforme de Laplace estF(z) = [z]2. Cette
fonctioncel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010VII.6Transformation de
Laplace 133estanalytiquedansledomaine2(Cprivdelademi-droite];
0])maislintgrale_t1eztdtnestconvergentequepour (z)
>0etparconsquentnereprsenteunefonctionanalytiquequedanscedemi-plan.Lafonction[z]2estdoncunprolongementanalytique
au-del de ce demi-plan. Exemple VII.4 f(t)= eata tant un nombre
complexe quelconque. En prenantM=1 etA = a on a bien lingalit
[f(t)[M eAtet on sattend donc ce que F(z) soit analytiquedans le
demi-plan (z) > A. Le calcul direct donne F(z) = 1/(z a) ; cette
fonction est eneet analytique dans le demi-plan (z) > A, mais se
prolonge C a. Exemple VII.5 f(t)= 1/(1 + t) Pour z rel > 0, un
changement de variable simple montreque :F(z) =1z_+0es1 +szds
=1zEu_1z_(VII.114)oEu(w) dsigne la fonction dEuler dans la section
IV.5 (qui avait t dsigne alors parF(w), mais cela nest plus
possible ici). On avait vu en IV.5 que la fonction Eu(w) se
prolongeau domaine2;ilenestdonc demme pourF(z)=1z
Eu_1z_,puisquelatransformationz 1/z transforme 2 en lui-mme. On
voit donc une fois de plus que, bien que lintgrale_f(t)
eztdtdiverge pour (z) 0. Il y a une parent entre la transformation
de Laplace et la transformation de Fourier. Eneet, soit f(t) une
fonction dnie sur lintervalle ]0 ; [ et F(z) sa transforme de
Laplace,dnie et analytique au moins dans le demi-plan (z) > A.
Posons alors :(t) =___0 sit0f(t) sit > 0(VII.115)Il est clair
que la transforme de Fourier () est gale F(i). Autrement dit, les
valeursde la transforme de Laplace F(z) le long de la droite (z) =
0 reprsentent la transformede Fourier de la fonction(x) ; plus
gnralement, les valeurs deF(z) le long de la droite(z) = a
reprsentent la transforme de Fourier de la fonction(x) eax; en eet
:F(a +i) =_+(t) eateitdt (VII.116)Pour la commodit, on a pris ici,
la transformation avec eix. Daprs la formule dinversion,on en dduit
que :(t) eat=12_+F(a + i) eitd (VII.117)ou encore :(t) =12_+F(a +
i) et(a+i)d (VII.118)On peut interprter le membre de droite de
(VII.118) comme lintgrale obtenue par para-mtrage de :12i_aF(z)
etzdz (VII.119)cel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010134
Transformation de Fourieroa est le chemin (inni) constitu par la
droite (z) = a parcourue du bas vers le
haut.PuisqueF(z)estanalytiqueetsouvent(commelemontrentlesexemples)au-deldudemi-plan
(z) > 0, on peut dans bien des cas dformer le chemin a sans
changer sa
classedhomologieetutiliserlethormedesrsiduspourcalculerlintgrale(VII.119)etparconsquent
endduire la fonctionf(t). Autrement dit, linversion dela
transformation
deLaplaceestsouventpossibleparlamthodedesrsidusetfournitainsiunoutilpuissantpour
les applications, en lectronique, notamment.cel-00519301, version 1
- 20 Sep 2010VIII Intgrales divergentesVIII.1Calcul dune intgrale
semi-convergenteDans ce chapitre, on propose de calculer des
intgrales divergentes par direntes mthodes.Ces procds conduiront
lathoriedesdistributions qui fait lobjet du chapitre suivant.Nous
avons vupropos delatransformation deFourier quecelle-ci, dnie
audpartpour des fonctions intgrables, cest--dire appartenant
lespace '1(1), pouvait stendre lespace '2(1). Par contre, pour une
fonction f(x) appartenant lespace '2(1) et nappar-tenant pas
lespace '1(1), on ne peut dnir fpar une intgrale comme dans les
expres-sions (VII.66). Toutefois, on peut justier les calculs pour
des intgrales semi-convergentes,en prenant simplement des
limites.La fonction :f(x) =11 +[x[(VIII.1)est dans '2(1) mais pas
dans '1(1). Cependant, on peutconvenirque :f() =_+eix1 +[x[ dx
(VIII.2)reprsente la limite pourA de :f() =_+AAeix1 +[x[ dx
(VIII.3)car cette limite est bien dnie. Remarquons cependant que
lintgrale (VIII.2) nest semi-convergentequepour ,=0. Pour =0,
elleest vraimentdivergente. Onpeut
aussiluidonnerunsensparunautrepassagelalimite.Conformmentcequi
atvuaucel-00519301, version 1 - 20 Sep 2010136 Intgrales
divergentesthorme VII.9, on peut dnir f en prenant une suite fn de
fonctions de '1(1) qui convergeen moyennequadratique versf, puis
poser f= limfn. On va donc considrer :fn(x) =e1n[x[1
+[x[(VIII.4)Cette suite est bien dans '1(1). Sa transforme de
Fourier scrit :fn() =_+e1n[x[+ix1 +[x[dx (VIII.5)En dcoupant
lintgrale (VIII.5) en deux morceaux, lun de 0, dans lequel on fait
lechangement de variable x x et lautre de0 +, on voit facilement
que :fn() = 2___+0e(1ni)x1 + xdx__(VIII.6)La fonction :z _+0ezx1 +
x dx (VIII.7)est analytique dans le demi-plan (z) > 0 et
pourzrel positif, le changement de variabley = zx dans lintgrale
(VIII.7) la ramne :1z_+0ey1 +1z y dy (VIII.8)o lon reconnat la
fonction dEuler (IV.45). Or, cette fonction est, comme nous lavons
vu,analytique pour 2, donc (VIII.8) est aussi analytique dans 2 (la
transformation z = 1/z transforme 2 en lui-mme). Dautre part
(VIII.7) est analytique dans (z) > 0daprs des thormes gnraux et
concide avec (VIII.8) pour z rel strictement positif, doncconcide
avec (VIII.8) dans tout le demi-plan (z) > 0 par prolongement
analytique. Onpeut donc exprimer la transforme de Fourier fn laide
de cette fonction Eu :fn() = 2_11n iEu_11n
i__(VIII.9)RLeraisonnementsuivi de(VIII.6)(VIII.9)estcourant:
lechangementdevariabley=zxnestpossiblequepour zrel ; si ztait
complexe, il nesagirait plusdunchangement devariable ; lanouvelle
variableyparcourrait un chemin du plan complexe et non plus un
intervalle rel et une telleoprationpourraitmodier lavaleurde
lintgrale.Dans descasanalogues,ilfauttoujourssuivre
lamthodequenousavonssuivieici :
eectuerlechangementdevariablepourzrel,
puisfairejouerlapropritduprolongement analytique. Il faut alors
vrierquelesdeuxmembres delgalit prolonger sont bien
analytiques.Lorsquen tend vers linni, la limite de (VIII.9) est
:f() = 2_1iEu_1i__(VIII.10)La limite qui est considre ici est, pour
tout ,= 0 x (et rel), la limite dans 1 de la suitenumrique n fn ()
et non la limite dans '2(1) de la suite fn. Toutefois la limite
(VIII.10)dnit bien, pour ,= 0, une fonction fqui estaussila limite
dans'2(1) de la suite fn.cel-00519301, version 1 - 20 Sep
2010VIII.1Calcul dune intgrale semi-convergente
137Lexpression(VIII.10)nestpas clairement dnie pour=0,mais
onpeutavoir uneide plus prcise de la singularit au point= 0 si on
utilise le dveloppement en srie deLaurent (IV.68) ; celui-ci
conduit en eet :f() = 2 _ei_ln2(i) + +

n1(1)nnn!(i)n__(VIII.11)Ce dveloppement montre que la singularit
en = 0 est logarithmique, donc intgrable etde carr intgrable.
Lexistence du dveloppement (VIII.11), dont la srie est entire et
derayon de convergence inni, garantit quil ny a pas dautre
singularit en dehors de = 0 :la fonction est continue en tout point
,= 0. Pour vrier qu linni aussi la fonction f ()est de carr
intgrable, il faut connatre son comportement pour ; mais pour
celaon peut revenir la dnition initiale deEu (1/ i). On a en eet
:f() = 2_1iEu_1i__ = 2__0ett idt_(VIII.12)On en dduit, par lingalit
de la moyenne, que :[ f()[2_0t ietdt (VIII.13)et comme [t i[ =_t2+2
[[, on peut en dduire que [ f()[2, ce qui prouve bienqu linni,
f()estde carr intgrable. En calculant lintgrale de(VIII.13)par
parties,on obtient mme :_0ett idt =1i _0et(t i)2dt (VIII.14)En
prenant la partie relle, le terme1/ idisparat et les mmes ingalits
conduisent [[2[f()[2, ce qui prouve que fest non seulement dans
'2(1) mais mme dans '1(1).Pour rsumer, la transforme de Fourier de
la fonction (VIII.1) est une fonction continuesur1 0, qui
devientinnieen =0, oellesecomportedemanirequivalente2ln2 (i) = 2
ln([[) et qui pour , se comporte de manire quivalente
2/2.RPourterminerondevraitencorevrierquelafonction f (),
quiatobtenueici commelalimitedans 1 (pourx) de la suite numrique fn
(), est bien identique la limite dans'2(1) de la suitefn. Cela
consiste simplement vrier que :_+2_1iEu_1i__ fn()2d (VIII.15)tend
vers zro quand n tend vers linni ; cette vrication est laisse en
exercice (utiliser les thormesde passage la limite sous le signe
_).Onarriveainsilaconclusionquelintgrale(VIII.2),
bienquedivergente,aunevaleurbien dnie, except pour = 0. Une
particularit importante des fonctions dans les espaces'1(1) ou
'2(1) est que les fonctions nont pas tre dnies partout, mais
seulement presquepartout ausensdelathoriedelintgration
deH.Lebesgue.Ilimportedoncpeuquelavaleur en= 0 manque.Cet
exempledevaitmontrerquelonpeut donnerunsens prciset
rigoureuxdesintgrales divergentes. Toutefois, ici,lintgrale
taitsemi-convergente, donc ladivergencecel-00519301, version 1 - 20
Sep 2010138 Intgrales divergentesntait pas trop grave. Lide
essentielle tait lextension de la notion de limite, car
lintgraledivergente (VIII.2) est dnie comme une limite dans'2(1) :
cest la limite des intgralesabsolument convergentes (VIII.5)
lorsque n tend vers linni. Cependant, comme
lintgraletaitsemi-convergente
(sionlaissedectlecas=0),onauraitpusensortiraveclalimiteausensusuel
: lalimitedans1delasuitenumrique fn(). Elledonnelemmersultat quavec
la limite dans lespace'2(1), ce qui nest pas une rgle gnrale. Dans
leprochain exemple (section VIII.2), nous verrons quon ne peut pas
du tout se contenter dela notion usuelle de limite.Ces phnomnes
nont commenc tre compris que dans les annes 1:o. Les mathma-ticiens
des XVIIIeet XIXesicles ont recouru frquemment des ruses diverses
pour donnerun sens aux intgrales divergentes mais ils ne
comprenaient pas pourquoi cela marchait par-fois, mais pas
toujours. Lexplication tait lie lexistence inconnue dun espace muni
dunenotion favorable de limite. Ltude de ces espaces de fonctions
et des notions de limites quileur sont attaches sappelle
lanalysefonctionnel le. Celle-ci serait reste conne dans
unespcialisation troite si elle navait servi qu donner un sens aux
intgrales divergentes. Lamcanique quantique en a fait son principal
outil mathmatique, do limportance normequelle a pris
aujourdhui.VIII.2Valeur principale de CauchyOn sait que la fonction
1/x nest pas intgrable en x = 0 (ni dailleurs linni). Cela veutdire
que poura > 0 etb > 0 les intgrales :_a1x dx et_+b+1x dx
(VIII.16)nont pas de limite quand et tendent vers zro.Toutefois si
on prend= et quon considre leur somme, celle-ci aura une limite
carles deux innis se compensent :_a1x dx =_++a1x dx = ln() ln(a)
et_+b+1x dx = ln(b) ln() (VIII.17)Si= , les termes ln() etln()
sannulent dans la somme et il resteln(b) ln(a).Plus gnralement,
si(x) est un
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