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            1 DYNAMIQUE GALACTIQUE 14 avril - 9 mai 2021 J.P.Petit G.d’Agostini N.Debergh F.Margnat Il n’y a pas de vent favorable pour celui qui ne sait pas où il va Sénèque Nous sommes en train de finaliser nos travaux sur la dynamique galactique qui seront, bien sûr, adressés aux revues spécialisées. Si vous voulez les suivre, commencez par vous familiariser avec cette lecture de ces problèmes dans l’espace à sept dimensions ( t , x , y , z , u , v ; x ). Prologue. De toute manière il est prévu que courant 2021 tous les travaux, sans exception, soient regroupés dans un ouvrage à l’attention des « niveau math sup et math spé » qui sera gratuitement téléchargeable et qu’on entreprendra aussitôt de traduire dans toutes les langues, grâce aux logiciels de traduction automatique, devenus suffisamment performants pour traduire des textes de ce genre, qui sont loin de la grande littérature. C’est ça, notre arme la plus puissante : pouvoir porter nos travaux à la compréhension des non-spécialistes ». Parce que les « spécialistes » et prétendus experts, auto- proclammés, n’ont rien lu et ne liront rien, comme ça a été le cas de Jean-Pierre Luminet, confer son dernier ouvrage « l’Ecume de l’Espace-Temps » (Odile Jacob). . Pour eux, des travaux sur « l’univers holographique » ou « la thermodynamique des trous noirs » sont des sujets d’actualité. Les nôtres sont perçus comme « exotiques ». Une galaxie est un objet assez complexe, composé de plusieurs éléments obéissant à des dynamiques différentes. Il y a essentiellement la population des étoiles et ce qu’on appelle le gaz interstellaire. En physique on est habitué à commencer par négliger ce qui contribue de manière minoritaire aux phénomènes. Avec ces travaux de dynamique galactique nous allons Ainsi commencera-t-on par négliger l’importance du gaz interstellaire en considérant qu’une galaxie est un ensemble de points-masses « auto-gravitant », c’est à dire orbitant dans le champ gravitationnel qu’il crée lui-même. On réduira ensuite la population stellaire à une seule population, de masse m. La dynamique de cette population d’étoiles est par ailleurs fort étrange. On considère que celle-ci forme un système non-collisionnel. Mais qu’entend-t-on par là ? Le terme français est « collision », alors que les anglo-saxons emploient le terme plus adapté « encounter », qui veut dire « rencontre ». Notre propre galaxie est composée par un ensemble de cent à deux cent milliards d’étoiles. Qu’entend-t-on par « encounter », « rencontre » ? C’est le fait que quand deux étoiles passent à une distance suffisamment faible pour que leurs vitesses soient modifiées, en directions et en modules. On raisonne alors en terme de statistique en introduisant une grandeur qu’on appelle « le temps de libre parcours moyen », c’est à dire le temps au bout duquel une étoile aura des chances 
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1
 DYNAMIQUEGALACTIQUE14avril-9mai2021
 J.P.PetitG.d’AgostiniN.DeberghF.Margnat
 Iln’yapasdeventfavorablepourceluiquinesaitpasoùilva
 Sénèque
 Nous sommesen trainde finalisernos travaux sur ladynamique galactiquequiseront, bien sûr, adressés aux revues spécialisées. Si vous voulez les suivre,commencez par vous familiariser avec cette lecture de ces problèmes dansl’espaceàseptdimensions(t,x,y,z,u,v;x).
 Prologue.
 Detoutemanièreilestprévuquecourant2021touslestravaux,sansexception,soientregroupésdansunouvrageà l’attentiondes«niveaumathsupetmathspé»qui seragratuitementtéléchargeableetqu’onentreprendraaussitôtdetraduiredanstoutesleslangues, grâce aux logiciels de traduction automatique, devenus suffisammentperformantspourtraduiredestextesdecegenre,quisontloindelagrandelittérature.
 C’estça,notrearmelapluspuissante:pouvoirporternostravauxà lacompréhensiondes non-spécialistes». Parce que les «spécialistes» et prétendus experts, auto-proclammés,n’ontrienluetnelirontrien,commeçaaétélecasdeJean-PierreLuminet,confersondernierouvrage«l’Ecumedel’Espace-Temps»(OdileJacob)..Poureux,destravauxsur«l’universholographique»ou«lathermodynamiquedestrousnoirs»sontdessujetsd’actualité.Lesnôtressontperçuscomme«exotiques».
 Unegalaxieestunobjetassezcomplexe,composédeplusieursélémentsobéissantàdesdynamiques différentes. Il y a essentiellement la population des étoiles et ce qu’onappellelegazinterstellaire.Enphysiqueonesthabituéàcommencerparnégligercequicontribuedemanièreminoritaireauxphénomènes.
 Aveccestravauxdedynamiquegalactiquenousallons
 Ainsi commencera-t-on par négliger l’importance du gaz interstellaire en considérantqu’unegalaxieestunensembledepoints-masses«auto-gravitant»,c’estàdireorbitantdanslechampgravitationnelqu’ilcréelui-même.
 Onréduiraensuitelapopulationstellaireàuneseulepopulation,demassem.
 Ladynamiquede cettepopulationd’étoiles est par ailleurs fort étrange.On considèrequecelle-ciformeunsystèmenon-collisionnel.Maisqu’entend-t-onparlà?
 Le terme français est «collision», alors que les anglo-saxons emploient le terme plusadapté«encounter»,quiveutdire«rencontre».Notrepropregalaxieestcomposéeparunensembledecentàdeuxcentmilliardsd’étoiles. Qu’entend-t-onpar«encounter»,«rencontre»?C’estlefaitquequanddeuxétoilespassentàunedistancesuffisammentfaiblepourqueleursvitessessoientmodifiées,endirectionsetenmodules.Onraisonnealorsentermedestatistiqueenintroduisantunegrandeurqu’onappelle«letempsdelibreparcoursmoyen»,c’estàdireletempsauboutduqueluneétoileauradeschances

Page 2
						

2
 d’encroiseruneautreetquecetterencontrealtèresavitesse.Cetempsaétécalculéparl’Indien Chandrasekhar en 1942 et le chiffre obtenu est 1010 ans, c’est à direpratiquement l’âge de l’univers! Il est donc tout à fait licite de considérer que les«rencontres» entre étoilesne seproduisent… jamais et qu’elles formentun systèmetotalement«non-collisionnel».
 Ceci a une forte incidence sur le thermodynamique dumilieu, au sens large. En effettoutenotremécaniquedesfluidesestfondéesurdessystèmescollisionnels.C’estlecasde l’air que nous respirons. Au cours de ces multiples interactions à deux corps lesmoléculesd’airéchangentquantitédemouvementeténergie.Cesontcescollisionsquitendent à instaurer, pour les «vitesses d’agitation thermiques» une statistique deMaxwell-Boltzmann.
 Dans la mécanique des fluides classique on ne manipule que des grandeursmacroscopiques:
 - Ladensiténdesparticules,parunitédevolume.- Lamassevolumique ρ decesmêmesparticules,enkilosparmètrecube.- LatempératureabsolueT.- Lapressionp
 Le«terraindejeu»estunespace-temps(x ,y ,z , t)avec,bienentendu,un«espaceabsolu»etun«tempsabsolu».Onn’estplusdanslemondedelarelativité,restreinteougénérale.
 Considéronsunélémentdufluide,uneparticuledemassem.Aupoint(x ,y ,z)etautempstsavitesseest
 !v(x, y, z, t) , lescoordonnéesdecevecteurvitesseétant,en lettresminuscules(u,v,w).
 Considérons maintenant un petit volume correspondant au parallèlogramme ou lescoordonnéessontentre:
 xetx+dx
 yety+dy
 zetz+dz
 etdontlevolumeestdxdydz.Danscevolumenetrouventndxdydzparticules,ayantchacuneleurproprevitesse,decomposantes(u,v,w).
 La vitesse macroscopique <!v > est définie comme étant la moyenne de ces vitesses
 individuelles !v .
 Toujoursdanscepetitparallélogramme,enisolantunedesparticulesonpourradéfinirsavitessed’agitationthermiqueavecunelettreCmajuscule.
 !C = !v - < !v >
 dontlescomposantesseront:(U,V,W),enlettremajuscules.
 L’énergiecinétique individuelledecesparticules,associéeàcephénomèned’agitationthermiqueet:
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 12
 mC2 = 12
 m( U2 + V2 + W2 )
 Ondéfinitlatempératureabsoluepar:
 32
 kT = 12
 m< C2 >
 métant lamassedel’élémentdugazetTlatempératureabsolue,quiestalorsdéfiniecommelamesuredel’énergiemoyenned’agitationthermique.
 Les collisions entre particules font s’instaurer un état d’équilibre thermodynamiquecorrespondantàlastatistiquedeMaxwell-Boltzmann.
 Détaillons-la.
 Considéronsunobservateurquiaccompagnelefluidedanssonmouvement,doncquisedéplaceaveclavitessemacroscopique <
 !v > .Imaginonsqu’àuninstanttetenunpoint(x,y,z) il puisse opérer desmesures de vitesse des particules qui l’entourent, dans unvolume élémentaire dxdydz. Il aurait donc accès à chaque instant à la mesure descomposantesU(t),V(t),W(t)delavitessed’agitationthermiqued’unemolécule.
 Il lui serait alorspossibled’opérerun classement, particuleparparticule, pour toutescescomposantesdelavitesse.Ilpourraitalorsrangercesparticulesselontroiscourbes.VoicilacourbecorrespondantàlacomposanteUdelavitessed’agitation:
 Fig.1:Pointsfigurantlesvitessesd’agitationmesurées,répartisparclasses
 Silenombredesparticulesdécomptéesestsuffisammentimportantceciferaapparaîtreunecourbeenveloppesouslaformed’unegaussienne.
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 Fig.2:Lacourbeenveloppe,gaussienne
 Fig3:deGaussissueduChapmanetCowling
 Un constat: les courbes obtenues sont les mêmes pour les directions V etW, ce quisignifie que les collisions distribuent les vitesses d’agitation thermique de manièreisotrope.
 Onpeut alorsdégagerde cette statistiqueune fonction Φ(U) dedensitédeprobabilité.PrenonsunecomposanteUdecettevitessed’agitation.ConsidéronsunevitesseUetunintervalledU.LenombredesparticulesayantunevitessedontlacomposanteUsesitueentreUetU+dUsera: Φ(U) dU
 Enpoussantleschosesplusloinnousdéfinirons,dansuneespaceà7dimensions:
 (x,y,z,U,V,W,t)
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 unefonctiondedistributiondesvitessesf (x,y,z,U,V,W,t) telleque,àun instantt,dansl’hypervolumeàsixdimensions
 (x,x+dx)
 (y,y+dy)
 (z,z+dz)
 (U,U+dU)
 (V,V+dV)
 (W,W+dW)
 lenombredndesparticulesquisetrouvedanscethypervolumedxdydzdUdVdWest:
 f(x,y,z,U,V,W,t)dxdydzdUdVdW
 Toute notre physique des fluides est centrée sur cette situation d’équilibrethermodynamique local. Celui-ci correspond à la fonction de distribution des vitessesd’agitationthermiquelocalescorrespondantà:
 f(x,y,z,U,V,W,t) = a(x,y,z,t) e− b(x,y,z,t) ( U2+ V2+W2 )
 aetbétantdesfonctionsdex,y,zt
 OnremarquequecettelelogarithmedecettefonctionfestunefonctionsphériquedescoordonnéesU,V,Wdelavitessed’agitationthermique.
 Log f = − b ( U2 + V2 + W2 ) + Log a
 Commentdéterminerlesfonctionsaetb?
 La fonction f sera normée au sens où si on effectue une sommation «pour toutes lesvitessesd’agitationpossibles,c’estàdireselon lescomposantesU ,V ,Wde lavitessed’agitation on devra trouver le nombre de densité n(x,y,z,t), c’est à dire le nombre departiculessesituantdansl’élémentdevolumedxdydzàl’instantt:
 a e− b(U2+V2+W2 ) dU dV dW =
 W =-∞
 W =+∞
 ∫V=-∞
 V=+∞
 ∫U =-∞
 U =+∞
 ∫ n(x,y,z,t)
 Supposons qu’on définisse une fonction F(U,V,W) de la vitesse d’agitation. On pourracalculersavaleurmoyenneselon:
 < F> = 1
 nF ( U, V, W, ) f ( U, V, W, ) dU dV dW
 W =-∞
 W =+∞
 ∫V=-∞
 V=+∞
 ∫U =-∞
 U =+∞
 ∫
 parraisondesymétrie:
 < U > = 1
 nU f ( U, V, W, ) dU dV dW
 W =-∞
 W =+∞
 ∫V=-∞
 V=+∞
 ∫U =-∞
 U =+∞
 ∫ = < V > = < W > = 0
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 Les vitesses d’agitation thermiques se distribuent autour d’une valeurmoyenne nulle(pardéfinition).
 Mais nous pouvons calculer la valeur moyenne de l’énergie cinétique d’agitationthermique,quidéfinitlatempératureabsolueTselon:
 < 1
 2mC2 > = 3
 2kT
 Jenefaispaslecalcul,maiscecipermetdedonnerlaformedelafonctiondedistributiondelavitesse«Maxwelienne»:
 f o
 ( x ,y,z , t ,U ,V,W ) = nm
 2π k T⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 3/2
 e− mC2
 2kT
 Nousavonsdoncunevariable,lavitessed’agitationthermiquequisedistribueselonlacourbecorrespondantàcette fonction.Nouspouvonsenvisagerdecalculerun«écart-type»(àpartirdel’écartquadratiquemoyen).
 < C2 > = 1
 n( U2 + V2 + W2 ) f∫∫∫
 odU dVdW =
 3kTm
 < C2 >
 Qu’on confondra avec la valeur moyenne de l’agitation thermique, qui devrait êtreobtenueàpartirde:
 < C > = 1
 nU2 + V2 + W2 f∫∫∫
 o
 dU dVdW =8kB Tπm
 Eneffet
 8π! 1.5 prochederacinede2.
 Noussommesdesphysiciens.Nousferons:
 < C > ! 2kT
 m
 Onpeutécrire:
 Lnf o = 3
 2Log
 m2π k
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟+ Ln
 nT3/2 − mC2
 2kT= Cst + Ln
 nT3/2 − mC2
 2kT
 Onpeuttracerlacourbedeprobabilitéconstruitesurlavaleurdelavitessed’agitationthermique,correspondantà:
 U2 + V2 + W2 f o
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 Onobtientunecourbecommececi:
 Fig.4:Densitédeprobabilitédelavitessequadratique,tiréeduChapmanetCowling
 Signification:Onaunmaximumdepoints-massesdontlavitessed’agitationthermique(appeléevitesserésiduelleparlesastronomes)sesitueautourdelavaleurmoyenne.Etilyadeux«queuesdedistribution».Agauchelesétoilesayantdesvitessestrèsfaiblesetàdroitedesvitessestrèsélevées.
 Les collisions ( alias «rencontres» ) tendent à établir (rétablir) cette distributioncorrespondantàl’équilibrethermodynamique.Sionaaffaireàunedistributiond’étoilesà symétrie sphérique, centrée sur un point O ( amas globulaires ) si les collisionspeuvent être considérées comme inexistantes alors, quand les étoiles rapides, dont lavitesseexcèdelavitessedelibérationdel’amas,aurontquittécelui-ci,l’objetn’évolueraplus.Maisdans lesamasglobulaires ladensitéaucentreest tellequedescollisionsseproduisent,qui créentcesétoiles rapides, lesquelless’évaderontalorsde l’amas.Ainsilesamasglobulaires,quisontlespremiersobjetsquisesontcréésenmêmetempsquela galaxie, «s’évaporent»,, perdent des étoiles mais à un rythme si lent qu’ils ontperduréjusqu’ànosjours.Onyreviendraplusloin.
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 Fig.5:Amasglobulaire(amasd’Hercule)
 Imaged’une«galaxieàsymétriesphérique»
 Les phénomènes de la mécaflu: mouvement macroscopique, transfert de momentcinétiqueetd’énergiethermiquereposenttoujourssurunesituation«prochedel’étatd’équilibre thermodynamique», ce qui signifie que quel que soit le phénomèneconsidéré,entoutpointetpourtouttempstlafonctiondedistributiondelavitesseseratoujourstrèsprochedecettefonctionMaxwellienne.
 Existe-t-ildansnotrephysiqueterrestre,delaboratoire,dessituationsoùlafonctiondedistributiondelavitesses’écartenotablementdecettesituationMaxwellienne?
 Laréponseestnon.Parcequelescollisionsramènentlefluideenpermanencedanscetétatavec«untempscaractéristiquederetouràl’équilibrethermodynamiquelocal»quiestdel’ordredutempsdelibreparcoursmoyendesmolécules,doncextrêmementbrefquandlemilieun’estpasraréfié.
 Si le milieu n’est pas ionisé, si ses éléments ne sont pas soumis à une forceélectromagnétique, il existeunphénomènequi représenteunécartbrutal vis àvisdel’étatd’équilibrethermodynamiquelocalc’estceluidesondesdechoc.Considéronsuntubeemplid’ungaz,parcouruparuneondedechoc.Lorsquel’ondeparcourtlegazelleestl’équivalentd’un«coupdemarteau»quifrapperaitlesmolécules,dansladirectiondepropagationdel’onde.
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 Lepremierphénomène,mesurable,estunsautdedensité,pratiquementsansépaisseur.On peut mettre en évidence cette discontinuité de la densité par une méthodeinterférométrique. La densité subit donc un saut brutal à la traversée d’une surfacequ’onpeutconsidérercommeunplansansépaisseur.Maisquesepasse-t-ilenaval?
 Ce«coupdemarteau»communiqueauxmoléculesunevitesseàlafoismacroscopiqueet d’agitation thermique. Sur une distance extrêmement courte (le «libre parcoursmoyen»)etselonuntempsquiestdel’ordredu«libreparcoursmoyen»lesmoléculesvont s’entrechoquer les unes avec les autres. A la traversée de l’onde, l’impulsion devitesseetcommuniquéedanslesensdepropagationdel’onde.Maisaufildescollisionsles vitesses vont tendre à se distribuer dans toutes les directions. On nommera cephénomèneune«thermalisation».
 Quandcettethermalisationseraachevéelegaz«choqué»aura
 - Unvitessemacroscopique,queluiauracommuniquél’onde«coupdemarteau».
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 Fig.6:Propagationdel’ondedechocdansletubeàchoc
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 - Une nouvelle vitesse d’agitation avec une distribution isotrope, associée à une
 nouvelletempératureT.
 Alafindesannéessoixante,quandjemenaisdesexpériencesdansun«tubeàchoc»,nousmesurionslesautdedensitéparméthodeinterférométriqueetlefluxdechaleuràlaparoi. Pour ce faire cetteparoi était équipéede capteursde fluxde chaleur sous laformed’unfilmmétalliquetrèsfin. Encollectantdelachaleurcefilms’échauffaittrèsrapidement, étant donnée son épaisseur infime. On pouvait considérer le temps deréponse àpratiquement zéro. Cet échauffementmodifiait sa résistivité et onmesuraitalorsl’intensitéducourantquiletraversait.
 Fig.7:MontubeàchocTC8Mais cettemesure de température accusait un temps de retard vis à vis du saut dedensitémesuré.Ilseproduisaitavecunmillionièmedesecondederetard.Pourquoi?Ehbienimmédiatementaprèslesautdedensitécorrespondantau«coupdemarteau»lesmoléculesdugazétaientbienagitées,maisselonlesensdepropagationdel’onde.Decefaitellesnecommuniquaientpasaufilmmétalliquepariétaldechaleurparcollisions.Il fallait pour cela que des collisions créent des composantes de la vitesse d’agitationthermiqueperpendiculairesàlaparoi.Nous étions donc «témoins oculaires» de cette thermalisation du gaz derrière uneondedechoc.Latrèscourtedistancelelongdelaquellecephénomènes’opéraitpouvaitêtreassimiléeà «l’épaisseurde l’ondedechoc».Dans le temps(évidemmentà l’aide
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 d’enregistreurs) nous étions également «témoins» du retour à l’équilibrethermodynamiquedufluide.Je raconte tout cela pour que chacun ait bien conscience de la tendance des fluidesadopter un état d’équilibre thermodynamique local avec un temps caractéristique quiestdel’ordredutempsdelibreparcours.Je rappelle aussi qu’avant d’être un théoricien j’ai été un expérimentateur. Et jem’empressed’ajouterquesurquoiunthéoriciendoitportertoutesonattentioncesontlesdonnéesexpérimentalesetd’observation.Sanscelaoncourtaprèsdeschimères.Je reviens sur cette question: existe-t-il dans nos expérience des phénomènes quis’écartent de cela? Il faut pour ce faire que lemilieu soit extrêmement raréfié et quequelquechoseentraînelemilieuversunécartvisàvisdel’équilibrethermodynamique.Exemple:leplasmatrèsraréfié,totalementionisé,emplissantlachampd’unTokamak,soumis à des forces électromagnétique. Le milieu est alors totalement hors de l’étatd’équilibre thermodynamique local. D’où l’impossibilité de le décrire par simplecombinaisondeséquationsdeNavierStokesetdeMaxwell.Jen’insistepas.Ladynamiquedesgalaxiesnousfaitnousconfronteràunmilieutotalementnouveau,où les «collisions» («rencontres») en étoiles sont pratiquement inexistantes. On nepourra alors plus s’accrocher à ce concept de tendance vers un état d’équilibrethermodynamique local.Bienquecemilieucontienneunnombrede«points-masses»suffisammentgrandpourqu’onpuisselesassimilerauxmoléculesd’ungazonnepourrarecourirauxéquationsdeNavierStokes.C’est la raison pour laquelle la modélisation mathématique d’une galaxie accusetellementderetard.La«Bible»deladynamiquegalactiqueestunouvragede882pages,paruàOxfordUniversityPress intitulé«GalacticDynamics»,deJamesBinneyetScottTremaine.Lapremièreéditionestde1987.Cettecouverturecorrespondàcellede2008.
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 Fig.8:CouverturedulivredeBinneyetTremaine
 J’aijugéutiledetraduirelesmessagesayantsaluél’éditiondecetouvrage:
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 Fig.9:Quatrièmedecouverturedulivre
 Jen’aijamaisludecommentairesaussidithyrambiques.SivousallezàlapagewebdeJamesBinney:
 https://www-thphys.physics.ox.ac.uk/people/JamesBinney/
 VousytrouverezaussitôtunlienModellingtheGalaxy.Vousn’yapprendrezpasgrandechose, si ce n’est que les galaxies sont constituées d’étoiles et de gaz et que leurcohérenceestassuréeparunhalodematièresombredenatureinconnue.

Page 15
						

15
 Danslecorpsdulivrevoustrouverezforcedéveloppementssemi-empiriques.Maisunmodèledegalaxieentantquesolutionmathématiqueexacted’uneéquation:non.
 Commentsefait-ilquelacrèmedesmathématiciensetdesthéoriciens,ycomprisceuxde l’Institut des Etudes avancées de Princeton, où Albert Einstein acheva sa carrièren’ontpasétéfichusdepondrecela?
 Les galaxies sont assimilables à des ensembles de points-masses «auto-gravitants»,constituantdessystèmesaxisymétriques.LesforcesquiunissentcespointsdériventdelaloideNewton,uneloiquidérived’unpotentielqui,commelepotentielélectriqueesten1/r.C’estun«potentielNewtonien».
 EnélectrostatiqueleschargesélectriquescréentunpotentielélectriqueV.Celui-ciobéitàl’équationdePoissonquiestunedeséquationformant«l’ensembledeséquationsdeMaxwell«.Elles’écrit:
 ∂2 V∂x2 + ∂2 V
 ∂y2 + ∂2 V∂z2 +
 ρe
 εo
 = 0 ou ΔV +ρe
 εo
 = 0
 enintroduisant«l’opérateurLaplacien». ρe estladensitédechargeélectriqueparunitédevolume,enCoulombsparmètrecube.
 Engravitationonaurauneéquationentouspointsanalogue,maisavecunchangementdesigne:
 ∂2Ψ∂x2 + ∂2Ψ
 ∂y2 + ∂2Ψ∂z2 = 4π G nm ou ΔΨ = 4π G ρ
 oùΨ estlepotentielgravitationnel. ρ estlamassevolumiqueenkilosparmètrecubeetGlaconstantedelagravitation.
 Pourquoilechangementdesigne?Parceque,sideuxchargesélectriquesdemêmesigneserepoussent,effetinversepourlesmasses,quis’attirentselonlaloideNewton.
 Encoordonnéessphériquescetteéquations’écrit:
 d2Ψdr2 + 2
 rdΨdr
 = 4π G ρ
 Nousnousenservirons.
 Encoordonnéessphériques:
 ∂2Ψ∂r2 + 2
 r∂Ψ∂r
 + 1r2 sin2 θ
 ∂2Ψ∂θ2 + 1
 r2 sin2 θ∂2Ψ∂ϕ 2 + cosθ
 r2 sin2 θ∂Ψ∂θ
 = 4π G ρ
 Surl’équateur θ = π
 2∂∂θ
 = 0

Page 16
						

16
 ∂2Ψ∂r2 + 2
 r∂Ψ∂r
 + 1r2 sin2 θ
 ∂2Ψ∂θ2 + 1
 r2 sin2 θ∂2Ψ∂ϕ 2 + cosθ
 r2 sin2 θ∂Ψ∂θ
 = 4π G ρ
 ∂2Ψ∂r2 + 2
 r∂Ψ∂r
 + 1r2
 ∂2Ψ∂θ2 + ∂2Ψ
 ∂ϕ 2
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 4π G ρ
 EquationdePoissonencoordonées cylindriques ( avec commevariables ladistanceàl’axel’angleϕ etlacotez).Avec
 u = x2 + y2 ϕ = arctg
 yx
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ∂2Ψ∂u2 + 1
 u∂Ψ∂u
 + 1u2
 ∂2Ψ∂ϕ2 + ∂2Ψ
 ∂z2 = 4π G ρ
 Enaxisymétriquelafonctionnedépendplusdeϕ :
 ∂2Ψ∂u2 + 1
 u∂Ψ∂u
 + ∂2Ψ∂z2 = 4π G ρ
 Bien,voilàdeséquations.Maisquiddesautres?
 L’étrangemécaniquequirégitladynamiquedesgalaxies.
 Siquelqu’unpouvaits’asseoirsurunemoléculed’ungazbienterrestreeteffectuerdesmesures de vitesses des molécules environnantes il obtiendrait ce qui a été dit plushaut: une distribution assimilable à celle construite par messieurs Maxwell etBoltzmann.
 Revenonsàlacourbedelafigure2.Quidel’environnementduSoleil?
 L’effetDopplernousdonne immédiatementaccèsà lacomposanteradialedesvitessesdesétoilesenvironnantes.L’astronomepeutainsisedonneruncôneavecunpetitanglesolideetrecenserlesvitessesradialesdesétoilescontenuesdanscevolume.Enportantces vitesses (par rapport à l’observateur) l’astronomeobtiendra la courbe gaussienneassociée à cette distribution des vitesses, à partir de laquelle il pourra calculer lamoyenne du module de cette vitesse d’agitation qui est alors fonction de l’angleϕ (azimut)etdel’angleφ (quireprésentel’angedesite):
 < C >(ϕ ,φ )
 Dans un système à symétrie sphérique cette valeur est indépendante des angles. Onobtientun«sphéroïdedesvitessesrésiduelles».
 Onnepeuteffectuerunetellemesurequ’auvoisinageduSoleil.Alors,qu’obtient-on?
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 Ladéviationduvertex.
 Voicilameilleurecartequenousayonsdenotregalaxie,laVoieLactée:
 Fig.10:LavoieLactée
 LespotjaunesitueleSoleil,àproximitéd’undesesbras,le«brasd’Orion».C’estdoncpar rapport à ce point d’observation qu’on a effectué des mesures concernantl’ellipsoïdedesvitesses.Levoici:
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 Fig.11:Le«vertex»
 Danscettefigurelecentredelagalaxieestverslebas.Pourlesituerparrapportàcelle-ciilnousfautmodifierlafigure,commececi:
 Fig.12:Ellipsoïdedesvitessesrésiduelles
 Celanouspermetdelesituerparrapportàlagalaxie:
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 Fig.13:Ellipsoïdedesvitesses,étoilesjeunes:pratiquementperpendiculaireaubrasvoisin
 Si on se reporte à l’ouvrage de Binney et Tremaine on peut consulter les mots quicorrespondentauxthèmesabordés.Sioncherchelemot«Vertex»ontrouvececi:
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 Fig.14:Mots-clésdanslelivredeBinneyetTremaine
 Lemotvertexn’estpascité.OntrouvedesdonnéessurleVO,levelocityellipsoid,page686:
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 Fig15:Axesdel’ellipsoïdesdesvitessesenfonctiondel’âgedesétoiles
 Onytrouvelesdispersionsdesvitesses σ R σϕ σ z
 - σ R Vitessespointantverslecentregalactique
 - σϕ Vitessesperpendiculairesauplandesymétrie
 - σ z Vitessesselonunedirectionazimutale.
 Cesdispersionsnesontpaségales.Onesttrèsloind’un«sphéroïdedesvitesses»(celuide la distribution maxwellienne des vitesses résiduelles dans un milieu qui seraitdominéparles«collisions»entrepoints-masses.Ilyatroisgrandeurscaractéristiquescorrespondant aux écarts types correspondant, qui sont les trois axes principaux del’ellipsoïde.Onad’aborddeuxaxestransversesσϕ et σ z quiontpratiquementlamême
 valeur,etunedispersion«quasi-radiale» σ R dontl’ordredegrandeurestpratiquementdudouble.Pourquoiparle-t-ond’ordredegrandeur?Parcequeletracédecetellipsoïdedes vitesses n’est pas le même selon l’âge des étoiles. On peut considérer le milieustellairecommeunmélangede«gaz»différents:
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 - Lesétoilesjeunes
 - Lesvieillesétoiles
 Puisque la dispersion des vitesses «résiduelles» est l’équivalent d’une «vitessed’agitationthermiqueonpeutdireque le«gazd’étoilesanciennes»estplus«chaud»quelegazd’étoiles jeunes.Commela«température»dumilieuvariecommelavaleurmoyennede lavitessed’agitation(vitesserésiduelle)etqu’ilexisteun facteur2,5 à3entrecelledesplusvieillesétoilesmesuréesetcelledesplusjeunesétoiles(mesurées)on endéduit à un «échauffement» d’un facteur36du gazdes jeunes étoiles.Dans letempsons’arrêteà600millionsd’annéesd’âge, cequi correspondaux300étoilesdel’amasHyades,procheduSoleil.LeSoleil,c’estlepointd’observation.Siriusn’aque250millionsd’années.
 Il estdommageque les astronomesn’aientpas fait figurerdedonnées concernant lesétoilesplusjeunes.Maiscelles-cisonalorsplusprochesdu«bras»danslequelellessesontformées.Laloid’évolutiondecettevitessed’agitationthermiquedesétoilesn’estpaslinéaireenfonctiondel’âge.Lesdonnéesserapportentàunâgecomprisentre1et10 milliards d’années ( le Soleil; 4 milliards d’années ). Mais on peut tenter uneextrapolation:
 Fig.16:Extrapolationdecettecourbe
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 Lesdonnéesauraientdes chancesde se trouverdans lapartie rosée.Qualitativement,plusonremonteraitdanslepassédesétoilesetplusleursvitesserésiduellediminuerait.Jusqu’àquellelimite?
 Jusqu’àunevitessecorrespondantauniveaudeturbulencedugazinterstellaireauseinduquel elles se sont formées, niveau qui correspond à une «vitesse d’agitation desélémentsdugaz interstellaire»quiestde l’ordredequelqueskilomètresparseconde.Ainsice«gazd’étoilesprimitif»serait«encoreplusfroid»aumomentdesacréation.Ilyauraitdonctransfertd’énergiedepuisuneautresourcequelemilieustellaire,puisquecelui-ciest«noncollisionnel».
 Ce transfert d’énergie correspond aux interactions entre les jeunes étoiles et lesgrumeauxconstituantlegazinterstellaire.
 Qui dit vitesse d’agitation thermique dit pression. La «pression» au sein de ce «gazd’étoiles jeunes» s’accroît et le chiffre important est la dispersion des vitessesperpendiculaires au plan de symétrie de la galaxie. Immédiatement après leurformation, si on considérait une sous-population représentée par les étoiles quiviennentjustedeseformer,leurvitesserésiduellesechiffreenquelqueskilomètresparseconde, synonyme d’une «pression» très faible. On peut alors assimiler cettepopulation aux .. anneaux de Saturne (qui forment alors un ensemble à «pression»nulle).Aufuretàmesurequelesinteractionsaveclesgrumeauxdegazvont«chauffer»ce gaz d’étoiles celles-ci quitteront le plan diamétral de la galaxie, où elles se sontformées. Progressivement elles iront peupler l’ellipsoïde aplati occupé par les vieillesétoiles.
 Je faiscettedigressionpourmontrerque ladynamiquedesgalaxiesestquelquechosed’assezcomplexe.
 La«déviationduvertex»,nesemblepasévoquéedansleBinneyetTremaine.J’avouequejen’aipaseulecouragederecherchercettedonnéedansleshuitcentetquelquespagesdel’ouvrage.Pourtantc’estunedonnée-cléduproblème.Déviationparrapportàquoi?àquelledirectionquiseraitconsidéréecomme«standard»?C’estparrapportàla distance radiale. Ceci étant on ne sait pas construire ces distributions en d’autreslieuxquelevoisinageduSoleil.
 Mais cela nous indique que la fonction de distribution est très éloignée de l’étatd’équilibrelocal.Donc,impossiblederecourirauxéquationsclassiquesdelamécaniquedes fluides, aux équations de Navier-Stokes. Il faut alors se battre sur l’équation deVlasov, alias l’équation de Boltzmann sans collision (avec secondmembre nul). Danscetteéquation:lafonctiondedistributiondelavitesse,entantqu’inconnue.Voirlelivrede Binney et Tremaine page 275. Nous ne détaillerons pas l’établissement de cetteéquationdeVlasov.Elleseprésente,dansleréférentiel
 (x,y,z,u,v,w,t)
 où !r =(x,y,z)estlevecteurpositionet
 !v =(u,v,w)levecteurvitesseparrapportàunpointfixedel’espace.
 Danscequisuivranousutiliseronslesnotationsuivantes.
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 Quandils’agitd’unelettremaigrec’estunscalaire:
 f,t,u,v,w,C,,U,V,W,k
 Quandc’estunelettregrassec’estunvecteur:
 r,v,C
 LepotentielgravitationnelseradésignéparlalettreGrecquemajusculeΨ .Lepotentielcrééparunemassemsera:
 Ψ = − G m
 r
 Lechampgravitationnelestégalà‘opposéduugradientdecepotentiel.
 Considérons une dérivée partielle. S’il n’y a pas de lettre grasse c’est un scalaire.Exemple:
 ∂f∂t
 Maissiunelettregrasseestprésenteaudénominateurc’estungradient:
 ∂f∂r
 =
 ∂f∂x∂f∂y∂f∂z
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
 ∂f∂v
 =
 ∂f∂u∂f∂v∂f∂w
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
 ∂f∂C
 =
 ∂f∂U
 = ∂f∂u
 ∂f∂V
 = ∂f∂v
 ∂f∂W
 = ∂f∂w
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
 Lechampgravitationnel g estégalàl’opposédugradientdupotentielgravitationnel:
 g = - ∂Ψ
 ∂r
 Quanddeuxvecteur(lettresgrassesaetb)serontséparésparunpointils’agirad’unproduitscalaire:
 a.b=axbx+ayby+azbz
 Siunvecteurgradientestséparéd’unvecteurparunpointils’agirad’unedivergence:
 ∂∂r
 . a =∂a x
 ∂x+∂a y
 ∂y+∂a z
 ∂z
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 Si on trouve deux vecteurs juxtaposés, sans être séparés par un point il s’agira d’undyadique1.Nousallonsfairelargementusagedel’algèbredesdyadiques.
 Pourtéléchargerl’ouvragederéférence:
 http://www.jp-petit.org/books/Chapman-et-Cowling.pdf
 Onaura:
 ab =
 a xbx a xb y a xbz
 a ybx a yb y a ybz
 a zbx a zb y a zbz
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟
 On aura à gérer des dyadiques particuliers. L’un est formé à partir des composantes(U,V,W)duvecteurvitesserésiduelleC.C’estledyadiques:
 CC =U2 UV UWUV V2 VWUW VW W2
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟
 Ilyauraégalementledyadique:
 rr =x2 xy xz
 xy y2 yz
 xz yz z2
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟
 Le gradient d’un vecteur sera un dyadique. Prenons par exemple le vecteur vitessemacroscopique<v>.Songradientseralevecteur:
 ∂< v >∂r
 =
 ∂< u >∂x
 ∂< v >∂x
 ∂< w >∂x
 ∂< u >∂y
 ∂< v >∂y
 ∂< w >∂y
 ∂< u >∂z
 ∂< v >∂z
 ∂< w >∂z
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
 Produitd’undyadiqueparunvecteur
 Ilserafiguréparunpoint:
 1Aliaslareprésentationmatricielleduproduittensorieldedeuxvecteurs a ⊗ b
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 ab.c
 Produitscalairededyadiques(oudematrices)
 Soientdeuxmatrices Mi j et Ni j
 Ceproduitsera:
 M : N = Mi j N j ij= 1
 3
 ∑i = 1
 3
 ∑
 Théorèmesdonnéssansdémonstration:
 ( a .b ) c ≡ bc .a
 ( a .b ) c ≡ c ( a .b ) ≡ ca .b
 donc:
 bc .a ≡ ca .b
 ( ab . c ) .d ≡ ab :cd
 ( a . b ) ( c . d ) ≡ ac :bd ≡ ad :bc
 Ces théorèmes vont nous permettre de traiter matriciellement certaines expressions.Prenonsparexemple:
 ( ∂< v>
 ∂r. C ) . ∂ f
 ∂C≡ C ∂ f
 ∂C: ∂< v>
 ∂r
 Cette notation matricielle et l’usage de théorèmes permettent de représenter desexpressionscomplexesdemanièrebeaucouppluscompacte.Ainsil’expressionci-dessus,développée,deviendrait:
 u∂f∂u
 ∂< u >∂x
 + u∂f∂v
 ∂< u >∂y
 + u∂f∂w
 ∂< u >∂x
 + v∂f∂u
 ∂< v >∂x
 + v∂f∂v
 ∂< v >∂y
 + v∂f∂w
 ∂< v >∂z
 + w∂f∂u
 ∂< w >∂x
 + w∂f∂v
 ∂< w >∂y
 + w∂f∂w
 ∂< w >∂z
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 Grâce à ces notations matricielles compactes on peut plus aisément voir «ce qu’onmanipule».
 L’équationdeVlasov
 Quand la fonction de distribution des vitesses s’écarte notablement de la symétriesphérique, ce qui n’est possible que dans un milieu où les collisions peuvent êtrenégligées,lafonctiondedistributionfestalorssolutiond’uneéquationproposéeparlemathématicienrusseA.A.Vlasov.Cetteéquations’obtientenannulantlesecondmembredel’équationdeBoltzmann:
 ∂f∂t
 + v . ∂f∂r
 + Fm
 . ∂ f∂v
 = ∂f∂t
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟ collisions
 Freprésentelaforceagissantsurlesparticules.Lesecondmembrereprésentelafaçondontlescollisionsmodifientlafonctiondedistributiondesvitesses.C’estuneintégrale.L’équation de Boltzmann est donc une équation intégro-différentielle. Celle-ci a étéproposéeen1872.Quelledateattribueràl’équationdeVlasov?
 ∂f∂t
 + v . ∂f∂r
 + Fm
 . ∂ f∂v
 = 0
 Une recherchem’a fait atterrir sur un site en russe. C’est une équation «récente» ausensoùcetteproblématiqueaétéproposéeparleRusseA.A.Vlasoven1938,articlesuivid’uneautrepublicationen1945.Vlasovest intéressépar laphysiquedesplasmas.Onsaitqu’oncrée facilementcesplasmasdansdesgazsouspressionbasse(les«tubesàvide»des«lampesradio»del’époque).Lemilieuestalorsunmélangeternairedetrois«espèces».Sionparledegazrares,monoatomiques:
 - Lesatomesneutres
 - Lesélectronslibres
 - Lesions.
 Enpressionsuffisammentbasseetavecunchauffagemodérédu«gazd’électrons»parunchampélectriqueonpeutmêmenégligerl’existenced’atomesneutres.Lemilieupeutêtreconsidérécomme«totalementionisé».Les physiciens de l’époque ont donc tenté de comprendre les phénomènes à l’œuvredanscemilieuraréfié.L’outilétait lathéoriecinétiquedesgaz,appliquéeauxplasmas.Letitredel’articledeVlasov2,publiédanslejournalrussedephysiquethéoriqueest:
 - Ausujetdepropriétésvibratoiresdugazd’électrons.
 2А. А. Власов. О вибрационных свойствах электронного газа // Журнал экспериментальной и теоретической физики. — 1938. — Т. 8 (3). — С. 291.
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 Ilestsuivien1945d’unautrearticle3intitulé:
 - Lathéoriedespropriétésvibratoiresdugazélectroniqueetsesapplications
 Lerapportavecl’astrophysiquethéoriqueaétéproposéparS.Chandrasekharen1942danssonouvrage,paruauxéditionsDover:
 PrinciplesofstellardynamicsLelecteurretrouveradanscequivasuivreunedémarchesimilaireàcelledel’Indien,àla différence que les calculs mettent en jeu l’algèbre dyadique, ce qui les allègeénormément.Ce sont S.Chapman et T.G.Cowling qui ont utilisé les ressources de l’algèbre dyadiquedans leurapprochede la théoriecinétiquedesgaz. J’aidéjàcité leurouvrage,paruen1939(CabridgeUniversityPress),intitulé
 TheMathematicalTheoryofNonUniformGasesTellequ’elleestécriteplushaut,l’équationdeVlasovseréfèreauxcoordonnées
 (t,x,y,z,u,v,v)
 Dans ce qui suivra nous utiliserons sa forme lorsqu’on fait intervenir la vitessemacrocopique<v>etlavitessed’agitationthermique(résiduelle)C.Jenereproduiraipaslecalculquipermetd’arriveràcerésultat.Leslecteursintéressésletrouverontauchapitre3del’ouvrage4,pages48,équation(3.12.2).
 Pourallégerl’écriturenousécrirons:
 < v > = co
 Onintroduitalorsl’opérateur:
 DDt
 = ∂∂t
 + co. ∂∂r
 L’équations’écritalors:
 ∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 Lederniertermefaitintervenirdeuxmatricesdyades:3А. А. Власов. Теория вибрационных свойств электронного газа и её приложения // Уч. зап. МГУ. — 1945. — Вып. 75. Кн. 2. Ч. 1.
 4Téléchargeableàpartirdemonsiteàl’adresse:http://www.jp-petit.org/books/Chapman-et-Cowling.pdf
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 ∂f∂C
 C et
 ∂co
 ∂r
 etreprésenteleproduitscalairedecesdeuxmatrices.
 LaforceestlaforcegravitationnellemgdérivantdupotentielNewtonienΨ :
 g = - ∂Ψ
 ∂r
 Onpeutdivisercetteéquationparfetelledevient:
 ∂ Lnf∂t
 + C .∂ Lnf∂r
 + co .∂ Lnf∂r
 − ∂Ψ∂r
 +Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂ Lnf∂C
 − ∂ Lnf∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 C’estsouscetteformequenousl’utiliseronspoureffectuerunerecherchedesolution,enl’associantàl’équationdePoisson.
 Lienentrel’équationdeBoltzmannetleséquationsdeNavier-Stockes
 Ce qui est remarquable c’est que ces équations «contiennent», implicitement, deséquationsmacroscopiques.
 Faisonsunerapidedigressionavecl’équationdeBoltzmann.
 ∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= ∂f
 ∂t⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟ e
 Danslesecondmembresetrouveunterequiseprésentesouslaformed’uneintégraleprisdansl’espacedesvitesses,delaforme:
 ∂f∂t
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟ e
 = (quelque chose) du dv dw ∫∫∫
 CeuxquienserontcurieuxpourrontallervoirdansleChapmanetCowlinglaformedeceterme.C’estpage63,équation(3.52,9).
 Cet«opérateurintégral»aunepropriété.IlexistedesfonctionsdelavitesseCquisont:
 F1 = 1 ; F2 = C ; F3 = C2
 tellesque:
 F1(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
 F2(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
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 F3(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
 Comptetenudenosnotationsonvoitquelasecondeéquationestvectorielleetestenfait:
 U(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
 V(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
 W(quelque chose) du dv dw ∫∫∫ = 0
 Significationphysiquedecesfonctions:ilsuffitderajouteruncoefficientdevant:
 m F1 =mc’estlamasse
 mF2 = mC c’estl’impulsion(quantitédemouvement)
 12
 m F3 =12
 mC2 c’estl’énergie
 Lesrelationsintégralessignifientsimplementquelescollisionsconservent,globalement,lamasse,l’impulsionetl’énergie.
 Onpourradoncappliquercelaaupremiermembreetécrire:
 m∫∫∫
 ∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥du dv dw = 0
 Cette équation nous donne la première équation de Navier-Stockes, qui traduit laconservationdelamasse:
 DnDt
 + n∂∂r
 .co = 0
 Demanièreplusfamilière,enposant ρ = nm :
 ∂ρ∂t
 + div ρ < !v >( ) = 0
 Enformant:
 m C∫∫∫
 ∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥du dv dw = 0
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 on exprime que dans les collisions il y a conservation du moment cinétique, del’impulsion m C .Onpourraitdoncs’attendreàretrouverlasecondeéquationdeNavier-Stockes.Maisl’équationquiendécouleestplusgénérale
 Dans l’équation de Navier-Stockes on trouve une grandeur p appelée pression. Maisqu’est-ce que la pression exercée sur unemembrane? C’est le résultat des chocs desmolécules sur celles-ci. Or si dans une équation nous voyons apparaître une pressionsous la forme d’un scalaire p cela traduit, localement, l’hypothèse d’un état«hydrostatique»des contraintes. Celanous ramèneà l’expérienceévoquéeplushaut,où le gaz est pendant un très court instant et sur une très faible distance «horsd’équilibre»c’estàdireloindel’équilibrethermodynamiquelocal.
 Ce phénomène avait été mis en équilibre en disposant à la paroi un très fin filmmétallique qui, au passage du gaz, n’accusait aucun échauffement, celui-ci ne pouvantdécoulerquedeschocsdesatomescontrece film, liésà la températuredecelui-ci,auphénomèned’agitation thermique.Or,pendant toutce tempsoù legazest loindesonétat d’équilibre thermodynamique local cette vitesse d’agitation se réduit à unecomposantedirigéeparallèlementàlaparoi.
 Quiddelapressiondanscemilieu?
 On ne peut alors proposer qu’une «expérience de pensée». Imaginons que nouspuissionsmettredanscefluide,enl’accompagnantdanssonmouvement,une«capsulebarométrique»c’estàdireunemembranequi subiraune forceconsécutivedeschocsqu’ellesubira.Silefluideétaitdansl’étatd’équilibrethermodynamiquelocalcetteforceserait indépendantede l’orientationde lamembrane.Mais dans le gazdu fluide situéimmédiatementenavaldel’ondedechocçaneserapluslecas.
 Fig.17:Capsulebarométrique
 A gauche, capsule barométrique immergée dans un gaz à l’état d’équilibre local. Lacomposantenormaledelaforceexercéesurlamembrane,la«pression»,laflècherouge,aunevaleuridentiquequellequesoitl’orientationdecelle-ci.Adroitecettecomposantenormale de cette force varie avec l’orientation de la membrane. Quand la paroi estparallèleàl’écoulementdufluide,cettecomposanteestnulle.
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 Commenttraduirecelamathématiquement?
 Commençonsparlafiguredegauche.Introduisonsunvecteurunitairenormalàlaparoide la membrane que nous appellerons
 !ν . Soit s la surface de la membrane. Nous
 pouvonsintroduirelevecteur !s = s
 !ν .L’état«hydrostatiquedecontraintedepression»,
 delafiguredegauche,setraduitpar:
 !F = p !s
 Endivisant la forcepar lasurfacede lamembranenousobtenons levecteurpression,perpendiculaireàlasurfacedelacapsule(colinéaireauvecteurnormal
 !ν ).
 !p = p
 !ν
 oupestunscalaire.
 Introduisonslamatriceunité:
 I =1 0 00 1 00 0 1
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟
 Nousécrirons:
 !p = p1 0 00 1 00 0 1
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟×!ν =
 p 0 00 p 00 0 p
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟×!ν
 Denoscoursdephysiquenousnousrappelonsque
 p=nkT
 Maisnous avonsvuplushaut (dans le casd’une fonctiondedistributiondeMaxwell-Boltzmanncorrespondantàl’étatd’équilibrethermodynamiquelocal)que
 32
 k T = 12
 m < C 2 > = 12
 m < U 2 > + < V 2 > + < W 2 >⎡⎣ ⎤⎦
 Onentire
 < U 2 > = < V 2 > = < W 2 > = k T
 m
 Onpeutécrire:
 !p = p!ν = nm
 < U2 > 0 00 < V2 > 00 0 < W2 >
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟×!ν
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 On a donc une matrice, pour le moment proportionnel ) la matrice unité, que nousappellerons«matrice-pression»ou«tenseurdepression».Utilisonspourunmomentcettenotation:
 !!p = nm< U2 > 0 0
 0 < V2 > 00 0 < W2 >
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟
 Laforcequis’exercesurlamembranesestalors:
 !p = !!p × !s
 Que se passe-t-il dans le cas de la figure de droite, où l’agitation thermique ne semanifesteplusquedansuneseuledirection,parexempleU.Lamatricedevient:
 !!p = nm< U2 > 0 0
 0 0 00 0 0
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟
 Alors:
 !p = nm< U2 > 0 0
 0 0 00 0 0
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟×!ν
 Sivousrepérezlevecteur !ν avecunangle:
 !ν =
 cosθsinθ
 ⎛
 ⎝⎜⎜
 Vousexprimerezmatriciellementlavaleurdescomposantesdelaforces’exerçantsurlamembraneselonsonorientation.
 Silefluideestdansunétatquelconqueletenseurdepressions’écrira,soussaformelaplusgénérale:
 !!p = nm< U2 > < UV > < UW >< UV > < V2 > < WW >< UW > < VW > < W2 >
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟
 C’estunematricesymétrique,maislescomposantesdesadiagonaleprincipalenesontplusautomatiquementégaux.
 Revenonsàl’expressiondelaconservationdel’impulsionvial’équationdeBoltzmann:

Page 34
						

34
 m C∫∫∫
 ∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥du dv dw = 0
 Onobtient,voirleChapmanetCowlingpage51,équation(3.21,3)
 !∂∂r
 . !!p − ρ
 !F −
 D !co
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 Leformalismedel’équationdeBoltzmannnintroduitquelquechoseenplus:lefaitquelemilieupuisseêtrehorsdel’étatd’équilibrethermodynamiquelocal.
 Sioncalcule,àl’aidedutroisièmeinvariantcollisionnell’intégrale:
 12
 m C 2∫∫∫∂f∂t
 + C .∂f∂r
 + co .∂f∂r
 + Fm
 −Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂f∂C
 − ∂f∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥du dv dw = 0
 Onobtiendral’équationtraduisantlaconservationdel’énergiecinétique,voirlelivredeChapmanetCowlingpage51,équation(3.21,5)
 32
 nkDTDt
 + !!p:
 !∂!co
 ∂r+!∂∂r
 . !q = 0
 Lepremierreprésentelafaçondonts’accroît(oudécroit)latempératureabsolueTdu
 fluidequandonl’accompagnedanssonmouvement(dérivée«particulaire»
 DDt
 ).Le
 troisièmetermereprésenteladivergenceduvecteurfluxdechaleur(cequientremonscequisort).Lesecondtermeretiendratoutenotreattention.C’estleproduitscalairededeuxmatrices,lamatricepression
 !!p etlamatricesdyadecomposéeàl’aideduvecteur
 «nabla»
 !∇ =
 !∂∂retduvecteurvitessemacroscopique
 !co= < !v > .Ceterme:
 !!p:
 !∂!co
 ∂r
 représente le travail des forces de pression. Là vous réalisez la puissance de cettenotationdyadiquepourlamécaniquedesfluides:unseultermeaulieudeneuf.
 Bien.Ils’agissaitdel’équationdeBoltzmann,pasdel’équationdeVlasov,dontlesecondmembreestégalàzéro.
 SolutionMaxwelliennedel’équationdeVlasov.
 Commeonl’adéjàmontréplushaut,lafonctiondedistributionMawelliennedonne:
 Lnf o = Cst + Ln
 nT3/2 − mC2
 2kT

Page 35
						

35
 Cequinousdonne:
 ∂Lnf o
 ∂t= 1
 n∂n∂t
 + mC2
 2kT 2
 ∂T∂t
 − 32T
 ∂T∂t
 ∂Lnf o
 ∂r= 1
 n∂n∂r
 + mC2
 2kT 2
 ∂T∂r
 − 32T
 ∂T∂r
 Enrégimestationnaire:
 ∂Lnf o
 ∂C= − m
 kTC
 SinousintroduisonstoutceladansnotreéquationdeVlasov,écriteentermedevitesse
 résiduelle(vitessed’agitationthermique):
 D LnfDt
 + C .∂ Lnf∂r
 − ∂Ψ∂r
 +Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂ Lnf∂C
 − ∂ Lnf∂C
 C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 Nousobtiendronsunpolynômededegrétroisenfonctiondescomposants(U,V,W)decettevitesse.Examinonssesdifférentstermes.
 Lepremierdonne:
 D LnfDt
 = DDt
 Logn
 T 3/2
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥ −
 mC2
 2kDDt
 1T
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 Soituntermed’ordrezéroetund’ordre2:
 Termesuivant:
 C . ∂ Lnf
 ∂r= C . 1
 n∂n∂r
 + mC2
 2kT 2
 ∂T∂r
 .C
 soituntermed’ordreunetuntermed’ordretrois.
 Termesuivant:
 − ∂Ψ
 ∂r+
 Dco
 Dt⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 .∂ Logf∂C
 = mkT
 ∂Ψ∂r
 .C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟+ m
 kTDco
 Dt. C
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 Soitdeuxtermesd’ordreunité.
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 Passonsaudernierterme:
 − ∂ Lnf
 ∂CC
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 :∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= m
 kTCC( ) :
 ∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 Soitdeuxtermesd’ordredeux.
 Nousn’avonsqu’ununiquetermed’ordretrois
 mC2
 2kT 2
 ∂T∂r
 .C .
 Sonannulationentraîneque:
 ∂T∂r
 = 0
 Le milieu n’est pas nécessairement homogène et isotrope, mais il est isotherme. Latempératureestlamêmepartout.
 Ilnousresteàregrouperlestermesd’ordrezéro,unetdeux:
 Termesd’ordrezéro:
 DDt
 Ln nT 3/2
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 ⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥ =
 1n
 DnDt
 − 32T
 dTdt
 = 0
 Termesd’ordreun:
 C .
 1n∂n∂r
 − mkT
 ∂Ψ∂r
 .C⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟− m
 kTDco
 Dt. C
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 quidonne:
 1n∂n∂r
 − mkT
 ∂Ψ∂r
 − mkT
 ∂co
 ∂t+ co .
 ∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 Termesd’ordredeux:
 CC :
 ∂co
 ∂r+ C2
 2TdTdt
 = 0
 Ona:
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 C C =U2 UV UW
 UV V2 VW
 UW VW W2
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟
 ∂co
 ∂r=
 ∂uo
 ∂x∂vo
 ∂x∂w o
 ∂x∂uo
 ∂y∂vo
 ∂y∂w o
 ∂y∂uo
 ∂z∂vo
 ∂z∂w o
 ∂z
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
 Danscetteéquationscalaire, lecoefficientdevantchaquedyadedeCC (U²,V²,W²,UV,UW,VW)doitêtrenul;d’où:
 12T
 dTdt
 +∂uo
 ∂x= 0
 12T
 dTdt
 +∂vo
 ∂x= 0
 12T
 dTdt
 +∂w o
 ∂x= 0
 ∂vo
 ∂x+
 ∂uo
 ∂y=0
 ∂w o
 ∂y+
 ∂vo
 ∂z=0
 ∂uo
 ∂z+
 ∂w o
 ∂x=0
 Introduisonsunvecteurunitairek=(kx,ky,kz)
 Cesystèmeapoursolutionexacte:
 co = − 1
 2TdTdt
 r + ω( t ) k ∧r( )
 Onpose: φ = Ln 1
 Tainsi:
 co = !φ r + ω( t ) k ∧r( ) Cechampdevitesseestdonclasuperpositiondedeuxchamps.
 - Unevitesseradiale !φ r proportionnelleaumodulerdeladistanceaucentredusystème,variantavecletemps.
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 - Une rotation en corps solide ω( t ) k ∧r( ) , autour de l’axe défini par le vecteur k
 avecunevitesseangulairevariantégalementaufildutemps
 Réécrivonscequenousavionsobtenu:Termesd’ordrezéro:
 1n
 DnDt
 = 32T
 dTdt
 Termesd’ordreunité:
 1n∂n∂r
 + mkT
 ∂Ψ∂r
 + mkT
 ∂co
 ∂t+ co .
 ∂co
 ∂r⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 0
 Termesd’ordredeux:
 ∂co
 ∂t= !!φ r + !ω k ∧r( )
 Onvaorienterlevecteurkselonoz:k=(0,0,1)
 co = !φ r + ω k ∧r( ) =y−x0
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ∂co
 ∂r= !φ I +
 0 ω 0−ω 0 00 0 0
 ⎛
 ⎝
 ⎜⎜⎜
 ⎞
 ⎠
 ⎟⎟⎟
 co .
 ∂co
 ∂r= !φ2r + 2 !φω k ∧r( ) − "ρ ω2
 avec:
 !ρ = ( x , y , 0 ) (jen’aipasdelettreGrecquesgrasses)
 ∂co
 ∂t+ co .
 ∂co
 ∂r= ( !!φ + !φ2 ) r + ( !ω + 2 !φω ) k ∧r( ) − "ρ ω2
 L’équationd’ordre1devient:
 1n∂n∂r
 + mkT
 ∂Ψ∂r
 + mkT
 ( !!φ + !φ2 ) r + 2 !φω k ∧r( ) − "ρ ω2⎡⎣ ⎤⎦ = 0
 Qu’onécrit:
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 ∂∂r
 Ln n + mΨkT
 ⎧⎨⎩
 ⎫⎬⎭
 = − mkT
 ( !!φ + !φ2 ) r + ( !ω + 2 !φω ) k ∧r( ) − "ρ ω2⎡⎣ ⎤⎦
 Lepremiermembreestungradient. Il fautque lesecondmembre lesoitaussi, cequiimplique:
 !ω + 2 !φω = 0
 ddt
 Ln ω⎡⎣ ⎤⎦ =ddt
 Ln Τ⎡⎣ ⎤⎦
 ω ∝Τ
 Ln n + mΨ
 kT= − m
 kT( !!φ + !φ2 ) r 2
 2− 1
 2ρ2 ω2⎡
 ⎣⎢
 ⎤
 ⎦⎥ + ϕ (t)
 n(r, t) = no (t)e
 − mkT
 Ψ (r ,t) + ( !!φ + !φ2 ) r 2
 2− 1
 2ρ2 ω2⎡
 ⎣⎢⎢
 ⎤
 ⎦⎥⎥
 Eninjectantceladansl’équationdePoisson(avecpourlemomentuneseuleespèce):
 ΔΨ = 4π G m no (t)e− m
 kT Ψ(r,t) + ( !!φ+ !φ2 ) r 2
 2 − 12ρ
 2 ω2⎡
 ⎣⎢⎢
 ⎤
 ⎦⎥⎥
 Onpeutenvisagerquelquescasparticuliers.DistributionMaxwelliennestationnaireàsymétriesphérique.
 d2Ψdr2 + 2
 rdΨdr
 = 4π G ρoe−mΨ
 kT
 SolutionprésentéeparChandrasekaharen1942.Onprendcommeconditionsinitiale
 Enr=0: Ψ = 0 dΨ
 dr= 0 d2Ψ
 dr2 = 4π G ρo
 Serappelerque
 kTm
 = 12< C2 >
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 VoilàlaformedelacourbededensitéobtenueparChandrasekhar:
 Fig.18:Evolutiondeladensité,solutionMaxwellienne(Chandrasekhar)
 Ilespérait,grâceàcettesolutionexacte,pouvoirdécrire ladistributiondemassedansunamasglobulaire,ouunegalaxiesphéroïdale.Sousaformeadimensionnellel’équationpeutêtreécrite:
 Ψ"+ 2
 rΨ ' = e −Ψ
 Cettesolutionadmetlasolutionmathématique:
 e −Ψ = n = 1
 r 2 → Ψ = Log 2 + 2Logr → Ψ ' = 2r
 → Ψ"= − 2r 2
 Ellesauraitprétendreàconstituerunmodèlepuisque ladensitéest infinieà l’origine.Maiselledonnelecomportementdel’objetàgrandedistance.Onpeutalorscalculerlamassedecetobjet.Considéronsunanglesolide dΩ .Aunedistancerildessinesurlasphèreunélémentdesurfaced’airer2 dΩ .Considéronsdeuxsphèrederayonretr+dr.L’élémentdevolumecorrespondantestr2 dΩ .Onpeutcalculerlenombredepointsmassesentreunesphèrederayonroetl’infini.Onobtientl’intégrale:
 N = 1
 rr2 dΩ dr
 ro
 ∞∫ = 4π 1
 rr2 dr
 ro
 ∞
 ∫ =∞
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 Lamassedecetobjettendversl’infini.Ceciétant, imaginonsquenousadjoignionsàcetobjetàsymétriesphériqueundisqueplatdegaz,ne représentantqu’unapportnégligeablevisàvisdupotentiel.Lechamp
 gravitationnel g = − Ψ ' = − 2
 r. Dans le disque de gaz, constitué de particule «à
 température nulle», où les vitesses d’agitation thermique sont insignifiantes, la force
 centrifugeesten
 V2
 roùVest lavitessed’orbitationcirculaire.Sionécritque la force
 centrifugeéquilibrelaforcedegravitéonaalorsunevitesseVconstante,nedépendantpasdeladistanceaucentre.Vousdécouvrezaupassagel’originedel’idéedel’IsraélienMordechaï Milgrom, pour expliquer la forme en plateau des courbes de rotation des
 galaxies,enpériphérie,etpourquoiilproposeunchampdegravitationquipassede
 1r 2
 à
 1rpartird’unecertainedistance,danslesgalaxies.
 DistributionMaxwellienneinstationnaire,milieuhomogèneL’équationdePoissonest:
 ΔΨ = 4π G m no (t)e− m
 kT Ψ(r,t) + ( !!φ+ !φ2 ) r 2
 2⎡
 ⎣⎢⎢
 ⎤
 ⎦⎥⎥
 Ona:
 n(t) = no (t)e− m
 kT Ψ(r,t) + ( !!φ+ !φ2 ) r 2
 2⎡
 ⎣⎢⎢
 ⎤
 ⎦⎥⎥
 Ilfautdoncque:
 Ψ(r, t) = − ( !!φ+ !φ2 ) r 2
 2 L’équation:
 1n
 DnDt
 = 32T
 dTdt
 devient:
 ddt
 Ln n = 32
 ddt
 LnT
 ou:
 ρT 3/2 = Cst
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 L’évolutionestisentropique.(resteraàdéfinirplusloincequ’onappellel’entropie).
 Calculons: ΔΨ = d2Ψ
 dr2 + 2r
 dΨdr
 = − 3( !!φ + !φ2 ) = 4π G m n
 Onavaitposé: φ = Log
 1
 T Nous allons faire intervenir une longueur caractéristique R telle que le volumeR3 necontiennequ’unparticuledemassem.Donc:
 n = 1
 R3 → ddt
 Ln n = - 3 ddt
 Ln R = - 3!RR
 Mais:
 ddt
 Ln n = 32
 ddt
 LnT
 !φ = − 1
 2T!T
 ddt
 Ln n = 32
 ddt
 Ln T = - 3 !φ = - 3!RR
 Donc:
 !φ =!RR
 → !!φ =!!RR
 −!R2
 R2 → !!φ + !φ2 =!!RR
 n = 1
 R3 =− 3( !!φ + !φ2 )
 4π G m= − 3
 4π G m!!RR
 D’oùl’équationdifférentielledusecondeordre:
 R2 !!R + 3
 4π G m= 0
 quin’est riend’autreque… l’équationde la cosmologiedeFriedmann.C’estd’ailleurscommecelaquejel’aidécouverte,àlafindesannéessoixante,encherchantlasolutioninstationnaireMaxweliennepourunmilieuuniforme.Signification:
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 Uncosmosenétatd’équilibrethermodynamiqueévolueselonl’équationdeFriedmann.Cetétatcorrespondàl’entropiemaximale.Maisqu’est-cequel’entropie?L’entropieenthéoriecinétiquedesgaz.Soitflafonctiondedistribution,solutiondel’équationdeBoltzmannoudeVlasov.L’entropie(parunitédevolume)estdéfiniepar:
 s (r, t) = − k f Logf∫∫∫ dudvdw
 oùkestlaconstantedeBoltzmann.Cetteintégraleestprisedansl’espacedesvitesses.Biensûr,pourunsystèmecontenudansundomainephysiqueD,sontentropiesera:
 S(t) = − k dxdydz
 D∫ f Logf∫∫∫ dudvdw
 EllevarieradansletempsSivousvoulezensavoirplus,référez-vousauchapitre4,page67dulivredeChapmanetCowling.Monpropos,danscette sortedecours,n’estpasdevousdonneruncours completdethéoriecinétiquedesgaz.Pourcelavousn’aurezqu’àtéléchargerlelivredeChapmanetCowling.Leconceptd’entropieetd’irréversibilitéestintroduiten1885parlephysicienallemand Rudolf Clausius. Boltzmann donne à cette idée une formulation demicrophysique, à travers sa fonction de distribution, en 1872. En fait il propose une«fonctionH»:
 H (r, t) = f Logf∫∫∫ dudvdw
 qui n’est autre que l’entropie, à un coefficient près et changée de signe. Il envisagel’évolutiond’unsystèmedeparticulesenferméedansuneenceinte isoléetconstituantun système isotherme. Ce système va cependant évoluer, compte tenu de conditionsinitiales.L’équationd’évolutionestalors:
 dfdt
 = ∂f∂t
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟ e
 Dans le premiermembre il ne subsiste que la dérivée par rapport au temps. Dans lesecondmembre se trouve le termecollisionnel ( avec l’indice epour«encounters» ).Voirl’expressiondecetteloid’évolutiondansleChapmanetCowlingpage67équation(4.1,1) et sa fonction H , équation (4.1,2). La suite comporte la démonstration del’inéluctabledécroissancedecette«fonctionH»(donclacroissancedel’entropie).LafonctionHétantbornée,doit tendreversunevaleurminimale (et l’entropieversune
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 valeurmaximale).CecicorrespondàlafonctiondedistributiondeMaxwell-Boltzmann(4.1,10),quiannuleaupassagelesecondmembredel’équation.A l’époque de Boltzmann la controverse faisait rage entre les tenants de la théorieatomiste, corpusculaire de la matière et leurs opposants. Ces derniers critiquaientl’existence d’atomes en disant que cette vision de la matière était imprégnée d’idéeempruntéesà l’antiquité(Démocrite).C’étaità leursensune idéeplusphilosophiqueque physique. Les grandeurs macroscopiques, formant un champ continu, étaient lesseulescapablesdedécrireparexemple l’étatd’ungaz.Considérantunélémentdegazdonné,supposé immobiledansuneenceinteparfaitementcalorifugée, ladonnéedesadensitéetdesatempératuresuffisaitàledécrire,danslamesureoùcemilieun’étaitlesièged’aucuneévolutionrelevantdelachimie.Boltzmannmontrait que cemêmegazpouvait exister selondifférentes configurationsavec des forme de la fonction de distribution des vitesse différentes mais telles quecelles-ciconduisaientàdesvaleursidentiquespourladensité:
 n = f
 W = −∞
 W = +∞
 ∫V = −∞
 V = +∞
 ∫U = −∞
 U = +∞
 ∫ dU dVdW
 Le milieu étant macroscopiquement immobile, la vitesse v ( x,y,z) des particules seconfondaveclavitessed’agitationC(U,V,W).Onpeutalorscalculerlavitessequadratiquemoyenneselon:
 < C2 > = 1
 n( U2 + V2 + W2 ) f
 W = −∞
 W = +∞
 ∫V = −∞
 V = +∞
 ∫U = −∞
 U = +∞
 ∫ dU dVdW
 Etendéduirelatempératureabsoluepar:
 32
 k T = 12
 m < C2 >
 CequedisaitBoltzmannc’estqu’ilpouvaitexisteruneinfinitédeconfigurationsinitialesdifférentes des molécules de ce gaz, ayant mêmes valeurs de la densité et de latempérature.Ces distributions des vitesses devraient alors évoluer très rapidement jusqu’às’identifier avec la fonction de Maxwell-Boltzmann, minimisant la fonction H( maximisant l’entropie s ). Dans cette évolution l’air sous la courbe, équivalant à ladensitén,restecnstante.
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 Fig.19:Evolutiond’unefonctiondedistributiondesvitessesUneévolutionquiéchappaitalorsauxadversairesdelavisionatomistedelamatière.Letempscaractéristiqued’évolutionétaitalorsletempsdelibreparcours.
 Fig.20:Evolutiondel’entropie
 LethéorèmeHdeBoltzmannmarqueunedatedansl’histoiredessciencecarilremplacelesecondprincipeparunthéorème.CettefonctionHestparailleursconceptuellementmesurable. Imaginons une table de billard «parfaite», avec des paroi parfaitementréfléchissantes.Unyplaceungrandnombredebillesd’acieretoncréeunétat initialquelconque.Unappareilphotographiquepermetdemesureràtoutinstantlapositionetlavitessedesbilles(leurdéplacementpendantuntempsd’obturationconnu).Apartirde ces données on peut calculer l’entropie ) à tout moment. Si on dispose de deuxphotons,onpourradéterminerl’antérioritédel’uneparrapportàl’autresiellepossèdeuneentropeplusfaible.Onadoncaccèsàl’écoulementdutemps.Cetteidéeestillustréesurunedemesbandesdessinées,leChronologicon5:
 5http://www.savoir-sans-frontieres.com/JPP/telechargeables/Francais/LE%20CHRONOLOGICON.pdf
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 Fig.21Aet21B:DessinsextraitsduChronologicon
 Quidde l’entropied’un système stellaire? C’est à dired’un systèmedepoints-massesrégiparlecoupleéquationdeVlasov–équationdePoisson.Onpeutcalculerl’entropie.Maiscommentcelle-cipourrait-ellevarierpuisqu’iln’yapasdecollisions,d’échangesentrecouplesdeparticules,d’étoiles?
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 On remarquera que la dynamique de la population stellaire n’est pas indépendant duresteducontenucosmiquedesgalaxies légères, c’estàdiredu findisquedegazsituédans le plan diamétral. Au passage la géométrie de ce disque est celle d’un… disquemicrosillon.Onavuque lesvitessesd’agitation, les «vitesses résiduelles»desétoilesdifféraientselonleurâge,celledesétoilesjeunesétantplusfaibles.Ellessevoientdonccommuniquerdel’énergiecinétiqueencroisantlesgrumeauxdegaz,dediamètreetdemassevariéecomposantledisque.Quiddesétoilesanciennes,cellesquiemplissentunellipsoïdeaplati.Ellestraversentlefine couche gazeuse « de temps e temps»mais cela ne les affectent guère. Il y a parailleurs des galaxies où ce gaz interstellaire est absent, qui ne sont peuplées que devieillesétoiles.Siellesnetournentpassurelles-mêmes,ellesaffectentalorsuneformesphéroïdale.Selon leurmouvementderotation,cettesphèresemueenellipsoïdeplusoumoinsaplati.Iln’estpasquestionévidemmentd’avoiraccèsauxvitessesd’agitationdesétoilesdansces ensembles, ni de mettre en évidence la forme de leur «ellipsoïde des vitessesrésiduelles». C’est au-delà de nos capacités d’observation. Conceptuellement, si nouspouvionsavoiraccèsàcesdonnées,ilnousseraitpossibledecalculerl’entropiedetelssystèmesdepoints-masses,toujoursrégiparlecouple«EquationdeVlasov-EquationdePoisson».Lathéorieamèneraitalorsàlaconclusionquecetteentropienevariepasetquecen’estpasàtraverscetoutilconceptuelquenouspouvonsconcevoirunschémaévolutifdecesgalaxies.Sur le simple plan de la physique mathématique, quel serait alors le fil conducteurdonnantleschémaévolutiondesystèmesdepoints-massesautogravitantsetisolés?End’autrestermes,quelestlemécanismequifaitquecessystèmeséchangentquantitédemouvementeténergie,puisqu’iln’yapasdephénomènescollisionelsenleursein.Laréponse:Lesvecteursdetelséchangessontlesondesdedensitéquipeuventyprendrenaissance.
 Dans les années soixante dix les théoriciens ont imaginé que ces ondes de densitépourraientprendrenaissancelorsquedeuxgalaxiespassentsuffisammentprèsl’unedel’autre.Dessimulationsnumériquesontpermisdereconstituerlephénomène.L’objet-typeestalors«lagalaxiedeschiensdechasse»,découverteenparl’astronomeCharlesMessieren1773:
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 Fig.22:Lagalaxiedeschiensdechasse
 Elle est située à27millionsd’années lumièredenotre galaxie, laVoieLactée (laplusprocheestlagalaxiesd’Andromède,situéeà2,5millionsd’annéeslumière).En voyant cette image on serait tenté de penser que cette galaxie serait gigantesque.Maisnon,ellealemêmediamètrequelanôtre:100.000annéeslumière,aveclamêmemasse. Dans le bestiaire galactique les «galaxies spirales» se classent parmi les«galaxieslégères»avecuepopulationdequelquecentainesdemilliardsd’étoilesetunemassedequelquescentainesdemilliardsdemassessolaires(unmilliardd’étoilespourAndromède,avecundiamètrede220millionsd’années-lumière).Les «galaxies elliptiques» ont des masses de un à deux ordres de grandeur plusimportant.ExemplelagalaxieM87(2000milliardsdemassessolaires).RevenonsàM51.Ellepossèdeuncompagnon,unemini-galaxie,quicroisesarouteauseindel’amasquilesabrite.LessimulationsnumériquesontpermisdefaireapparaîtredesondesdedensitéquitraduisentlaréactiondeM51visàvisdelaperturbationduchampgravitationnel issuede l’approchedececompagnon.Cesondesdedensitésontles lieuxdeplusfortedensitéd’étoiles.Enaffectant legaz interstellairececisusciteenson sein la naissances d’étoiles, qui émettent alors aussitôt dans l’ultra-violet. Cerayonnement excite les atomes et molécules du gaz interstellaire qui réemettent parphénomène de fluorescence. C’est cette lumière que l’ont voit sur la photo. Elle necorrespondpasàl’amplituderéelledel’ondededensité.Ellen’estquesonrévélateur.Quandlesthéoriciensonteuenmaincessimulationsilssesontdit:
 - Voilàl’originedesstructuresspirales.Ellessontlaconséquenced’interactionsentregalaxiesporteusesdegaz!
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 Mais l’observationmetenévidence ces structuresdansdesgalaxies tropéloignéesdeleursvoisinespourconnaîtreces interactions.Parailleurscesétudespar siimulationsnumériquesontmontréque,quandon introduisait«à lamain»unestructurespirale,celle-cidisparaissaitenquelquestours.FrançoiseCombesaimaginéquecettestructureétaitlaconséquenced’unapportd’hydrogènefroid.Maisilaétéimpossibledemettreeévidence l’existence de masses d’hydrogène froid entre les galaxies. Au contraire, lemilieu intergalactiqueestextrêmementchaud,àdesmillionsdedegrés,cequ’arévélésonanalyseparcaptationdanslabandedesrayonsX.Actuellement les théoriciensontoptépour l’idéeselon laquellecesstructuresspiralesseraient«réactivées»périodiquementparunphénomèneinconnu.En 1992 nous avons reconstitué le phénomène par simulation et obtenu une spiralebarréestablesurunintervalledetempséquivalentàl’âgedel’univers.
 Fig.23:Notregalaxienumérique
 Cettestabilitéétaitunrésultattoutàfaitremarquablemaisdanslemilieupersonnenedaignas’intéresseràcerésultat.Nousneparvînmespasnonplusàpubliercerésultat,l’articleayantétérejetépartouteslesrevuesspécialiséesaveccommesimpleréponse:
 - Sorry,wedon’tpublishspeculariveworks…
 Cette structure était due à l’interaction entre l’ensemble de points-masses et unenvironnement de masse négative, assurant son confinement, solution d’un systèmemettant en jeu deux équations deVlasov couplées par l’équationdePoisson, qui seral’objetduprésentmémoire.Cettedigressionestsimplementlàpourmontrercommentlesystèmedespoints-masses(positives) échange de l’énergie avec son environnement, alors qu’il n’y a pas decollisions. L’échange procède grâce à l’apparition d’ondes de densité, dans les deuxmilieux.Lasimulationfaisaitétatd’unfortralentissementdanslaphaseinitiale.Ciaprèslacourbedonnantlemomentcinétiquedelagalaxie.
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 Fig.24:EvolutiondumomentcinétiquedelagalaxieLes systèmes non collisionnels peuvent ainsi évoluer par échange d’énergie et dequantitédemouvement,enfaisantnaîtreenleurseindesondesdedensité.Cesondesn’ont de raison d’être que s’il y a un milieu avec lequel interagir. Comme ce secondmilieun’étaitpasprisenchargedanslessimulations,lesondes…disparaissaient.Maison peut penser que quand les théoriciens auront réalisé cela ils envisageront uneinteractionentrelesgalaxiesetunhalodematièresombre…SystèmeautogravitantMaxwellienavecrotation.Nousavonsl’équationdePoisson:
 ΔΨ = 4π G m ρo e− m
 kT Ψ(r,t) − 12ρ
 2 ω2⎡
 ⎣⎢⎢
 ⎤
 ⎦⎥⎥
 Noussavonsque larotations’effectuealorsencorpssolide,àunevitesseangulaireω constante.Lechampdetempératureestégalementuniforme.Lepotentielgravitationnel,lechampgravitationneletladensitépeuventsedéduireducalculnumériqueassociéeàunereprésentationdel’équationdePoissonencoordonnéescylindriques:
 u = x2 + y2
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 ∂2Ψ∂u2 + 1
 u∂Ψ∂u
 + ∂2Ψ∂z2 = 4π G ρ
 C’estunequestionsurlaquellenousreviendronsplusloin.Enfinilresteunproblèmeàenvisager.Champgravitationneldansunmilieuhomogène,stationnaire.Densitéettempératureuniforme.Quereste-t-il?Aprioril’équationdePoisson:
 ∂2Ψ∂x2 + ∂2Ψ
 ∂y2 + ∂2Ψ∂z2 = 4π G ρ ou ΔΨ = 4π G ρ
 estconstant,donclesecondmembreestconstant.Lepremiermembredoitl’êtreaussi.Il faut donc que le potentiel gravitationnel soit «non-constant», sinon le premiermembreseraitnul.Cherchonsunesolutionàsymétriesphérique:
 d2Ψdr2 + 2
 rdΨdr
 = 4π G ρ
 Solution:
 Ψ = a r 2 → Ψ ' = 2a r → Ψ"= 2a → a = 4π G ρ
 3
 D’oùunchampgravitationnel,radial,attractif:
 g = − 8π G ρ
 3r
 Unchampquipointeversl’originedescoordonnées,aprioriquelconque.Qu’est-cedoncquecettediablerie?Ehouic’estabsurde.Parailleursl’équationdePoissonestlinéaireetseprêteainsiàunesuperposition de solutions. On pourrait ainsi se demander quel serait le champgravitationnel dans une lacune ménagée «dans une lacune de la matière sombre».L’idée, pour calculer cela, serait de superposer, quelque part, à une distributionuniforme dematière sombre, demasse positive, une sphère emplie d’unematière demasseéquivalente,designeopposé.Effectivement si on considère une sphère emplie d’unemasse de densité négative, ensuivant l’équation de Poisson on aura une solution identique donnant un champgravitationnel,designeopposé(répulsif):
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 d2Ψdr2 + 2
 rdΨdr
 = 4π G ρ (− )
 g (− ) = − 8π G ρ (− )
 3r = 8π G ρ (+ )
 3r
 L’équationétantlinéairejepeuxsuperposerlesdeuxpotentielsetlesdeuxchampset…lechampdansmalacuneestdoncnul!J’ai adressé en novembre 2020 un papier résolvant ce paradoxe, à la revue PhysicalLettersAintitulé:
 Gravitationalfieldinadarkmattergap.J’espèrequ’elleenverramonpapieràunrefereeetneferapascommed’autresrevues,renvoyer l’article sans effectuer cette expertise. Je rendrai compte de l’issue de ladémarche, que je ne peux évoquer ici, car il relève du matériel mathématique de larelativitéGénérale.Ilfautsedemanderd’oùvientl’équationdePoisson.Dans ce mémoire je m’adresse aux lecteurs niveau mathématiques spéciales. Ilsconnaissentl’équationdePoissondel’électromagnétisme.
 ΔV +
 ρe
 εo
 = 0
 Le potentiel électrique V est newtonien, en 1/r .Le champ électrique s’exprime doncsous la formedugradientdupotentiel. Aunumérateurde la fractionfigure ladensitélocaledechargeélectrique.Oncalculealorslafluxduvecteurchampélectriqueàtraversunesurfacefermée.Puisonjouesurlelefairequelefluxàtraverslasurfaceferméeestégale à la divergence du vecteur. Or la divergence d’un gradient c’est le Laplacien dupotentiel,etc.D’oùcettebelleéquations.Le potentiel gravitationnel est aussi Newtonien, en 1/r et le champ gravitationnel en1/r2.Onimaginedoncqu’onvapouvoirrefairelemêmecalcule,avecunchangementdesigne qui vient du fait qu’une charge électrique positive, agissant sur une charge demêmesignedonneuneforcederépulsion,alorsqu’engravitationlaforceestattractive.D’oùle
 ΔΨ = 4π G ρ
 Oùestl’os?…C’estl’infiniquinousjouedestours.Enélectromagnétismelaprésented’unedensitédechargeélectriquen’estqu’unphénomènelocal.Al’infini,etmêlesimplement«auloin»cettechargeestnulle.
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 Lachargeélectriquedel’universnepeutêtrequ’égaleàstrictementzéro.Pourquoi?Parcequesielleétaitnonnullel’universexploseraitimmédiatement,sousl’effetd’uneforcederépulsion1039foisplusforcequelaforcesdegravitation.Personnenesesouciedonc de calculer le champ électrique dans une distribution uniforme de chargeélectrique.Toutchangeengravitation.Pourrésoudre leparadoxe il fautdoncremonterà lavéritablesourcede l’équationdePoissonlalinéarisationdel’équationd’EinsteinOns’aperçoitalorsqu’ilestimpossiblededéfinirlepotentielgravitationneldansunmilieuuniforme.Lechampgravitationnelestdoncnuldanscemilieudemassevolumiqueuniforme.C’estcequejemontredansl’articlesoumisàPhysicalLettersA.Affaireàsuivre.&&&Sij’ailetempsjerajouteraiicilasolutionMaxwellienneexacte,instationnaire,avecrotationencorpssolide,quenousavionspubliéeaucomptesRendusdel’AcadémiedesSciencesdeParis,Monnetetmoi,en19756.,intitulée
 Entropiemaximaleetuniverstournants.Nous allons maintenant passer à ce qui constitue le véritabe but du présent travail:construire le premier modèle de galaxie en tannt que solution exacte d’un ensemblecnstituépar
 - DeuxéquationsdeVlasov(pourlesmassespositivesetlesmassesnégatives)
 - L’équationPoissonassurantlecouplage.
 A propos de l’ellipsoïde des vitesses: Quand la galaxie se forme, elle résulte del’implosiond’unemassedegaz,quide toute façonnepourrait être totaledu faitqu’ilexistetoujoursuncertainmouvementderotation,synonymedeturbulence.L’équationsdynamique n’est donc pas celle de Friedmann, mais celle d’Heckman et Sücking, quenousavionsretrouvéeetpubliéen1972auComptesRendusdel’AcadémiedesSciencesdeParis.Detoutefaçonleprocessusestdissipatif.Ilyarebond,maislimité.Durentceprocessus des collisions interviennent, qui se traduisent par des redistributions devitessesrésiduellesselondescomposantesnonradiales,transverses.
 Cescollisionsserontplusimportanteprèsducentre,danslesrégionsplusdenses.Celacautionne mon hypothèse d’une distribution des vitesses résiduelles dont lescomposantes transverses tombent à zéro à grande distance. Une distributionmaxwelienne au centre et quasi maxwellienne en son voisinage. Demême, la loi devitesseseralinéairedanslenoyaudelagalaxie.
 La solution stationnaire donne une composante de la vitesse résiduelle radialeindépendantedeladistance.6http://www.jp-petit.org/papers/CRAS/cosmology_1975b.pdf

Page 54
						

54
 En 1942 Chandrasekhar avait étudié, analytiquement, une solution Maxwellienne del’équationdeVlasovettrouvequela«température»dumilieu(lavaleurducarrédelavitesserésiduellemoyenne)étaitindépendantedeladistance.Ilavaitégalementtracéleprofildeladensitéetdéduit,aisément,quelamassedel’objetétaitinfinie.Ci-aprèssacourbe:
 Celacorrespondaitàl’équationdePoisson:
 Ψ"+ 2
 rΨ ' = e −Ψ
 Icicetteéquationaétéécritsoussaformeadimensionnelle. Il importequebiensituercette transformation. En mode dimensionnel cette équation s’écrit, en modedtationnaireetensymétriesphérique:
 d2Ψdr2 + 2
 rdΨdr
 = 4π G ρo e−mΨ
 kTo
 Lecoefficient
 mkTo
 a ladimensiondel’inverseducarréd’unevitesseVoL’exposantestdedimensionzéro.Donclepotentielaladimensionducarréd’unevitesse:L2T-2=Vo2
 On posera Ψ = Vo2 ϕ
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 On choisit Vo = 104 m / s (ordredesvitessesrésuduellesstellaires)
 Onfaitensuiteapparaîtreunelongueurcaractéristique L o enposant:
 On posera r = Lo u
 L’équations’écrit:
 Vo
 2
 Lo
 2
 d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 4π G ρo e −ϕ
 Onobtientaorsuneéquationquis’écit:
 d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 = 4π G ρo
 Lo2
 Vo2 e −ϕ
 OnvaexprimerLoenkiloparsecsensachantque
 1kiloparsec = 31019 m
 r (mètres) = 31019 u (kiloparsec)
 Maisjevaisgarder:
 Vo = 104 m / s = 10km / s
 endéfinissantlepotentielcommedesmultiplesdecettequantité.J’auraiainsi:
 Ψ exprimé en (m / s)2( ) = 10−8ϕ exprimé en (dizaines de km / s)2( )
 IlyaquelquechosequimanquedansletraitemementdeGilles.C’estladonnée«vitessed’agitationthermique».Sionoptepourlechoixci-dessusl’exposantc’estpasl’unité.
 IlfautintroduitelecoefficientVth(quiestunnombre)selon:
 kTo
 k= Vth × Vo = Vth × 104 mètres / s( )
 Alorsonaura:
 e−mΨ
 kTo = e−ϕVth
 2
 Ilfautyallerprogressivement.Ainsi,comptetenudeschoixeffectués:
 Vo
 2
 Lo
 2
 d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 4π G ρo e
 − ϕVth
 2
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 Maintenantnousfaisonsapparaîtrelesecondparamètredelasolutions:
 J’introduislavaleurderéférencedelamassevolumique:10-21k/m3
 Celavamepermettred’exprimermadonnéedemassevolumiqueàl’aided’unequantitéd’unnombrequicorrespondraauregaistreinformatiquerho
 ( quand j’aurai deux types de masse je manipulerai rhoplus et rhomoins ) . J’écriraidonc:
 ρo (en k / m3) = rhozero (sans dim ension ) × 10−21
 Avec:Vo=104m/setLo=31019mètres(dixkiloparsecs)j’ai:
 104
 31019
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 2d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟= 4π 6.67 10−11( ) rho 10−21( ) - e
 − ϕVth
 2
 Cequis’écrira:
 d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 = 4π 31019
 104
 ⎛⎝⎜
 ⎞⎠⎟
 2
 × 6.6710−11( ) 10−21( ) rhozero e− ϕ
 Vth2
 Soit ( sauferreur )monéquationadimensionnelle, avecsesdeuxparamètresd’entréeest
 d2ϕdu2 + 2
 udϕdu
 = 7.54 rhozero e− ϕ
 Vth2
 oùrhodoitêtretraduitenmultiplesde10-21kilo/mètrecube
 etVthenmultiplesde10km/s.
 Alorslasolutionseraexpriméeenmultiplesde108m/saucarré.
 Commentexploite-t-onlesvaleursnumériquesobtenues.
 Lecalculnousdonne,dansleregistre
 potentiel = dϕ
 du
 lavaleurdupotentiel,expriméen
 dizaines de milliers de m / s( )2par kiloparsec
 Onpeutalorsrechercherlavitessed’orbirationcirculier.En«dimsnsionnel»:
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 Vrot( )2
 r= dΨ
 dr→ Vrot = r
 dΨdr
 Danslecalculnumériqueladérivéedupotentielseradansunregistre:
 dϕdu
 = potentiel1
 Sijeformedansleprogrammelaquantitéprésentedansleregistre:
 vtrot=sqr(u*potentiel1)
 J’obtiendraicettevaleurde lavitessederotationdirectementexpriméeendisainesdekilomètresparseconde.
 Dalamêmeoptiquej’ai:
 rho = rhozero e− ϕ
 Vth2
 Si je fabriquelecontenudeceregistrerho, lesvaleursobtenueserontenmultiplesde10-21kilo/m3
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 J’aijouéensuiteaveclesparamètrespourensentirleseffets.Ci-aprèsl’effetsurleprofildevitesse.Celui-ciprésenteunpalieretc’estceluisurlequelonjoueenajoutantunhalodematièresombre.
 J’aireprisetprogrammécequ’onavaitinitiéen1972,àsavoirladistributionelliptiqueàsymétriesphérique.
 Passonsàlasolutionelliptiqueàsymétriesphérique:
 Fig.26:Evolutiondel’ellipsoïdedesvitessesenfonctiondeladistance
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 Lnf = Ln B − m
 2k HC2 + a ( C .r )2
 L’équationsolutionestalors:
 Ψ"+ 2rΨ ' =
 4π G ρo
 1+ r 2
 ro2
 e- mΨ
 kTo
 Voilàcequeçadonne,numériquement:
 Une telle solution pourrait tendre à modéliser une galaxies spéroïdale à laquelles’ajouteraitundisquedegaz.
 On voit que lamasse tend toujours vers l’infini,mais «moins vite». Ceci indique quemêmeavecunedistributionelliptique il faudraunenvironnementconfinantdemassenégativepourdonneunemassefinieauxgalaxiesentantquesolutionsexactes.
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