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            ´ EQUID ´ ECOMPOSABILIT ´ E DES POLYGONES PLANS Jean-Pierre Friedelmeyer R´ esum´ e: Le th` eme de l’´ equid´ ecomposabilit´ e des polygones plans, c’est -` a-dire leur d´ ecomposition en un nombre ﬁni selon les mˆ emes parties triangulaires ou polygonales, est l’occasion de nombreuses r´ eﬂexions et activit´ es g´ eom´ etriques ` a diﬀ´ erents niveaux : au coll` ege et au lyc´ ee, par la fabrication de puzzles lesquels n´ ecessitent des raisonnements et des constructions g´ eom´ etriques ´ el´ ementaires et qui mettent en jeu de fa¸ con non artiﬁcielle les iso- m´ etries du plan, en didactique, par des r´ eﬂexions sur les notions d’aire, de congruence, leurs fondements th´ eoriques et leurs enjeux didactiques, en histoire, par l’ouverture ` a des probl` emes qui parcourent toute l’histoire des math´ ematiques depuis les Grecs jusqu’` a aujourd’hui et qui ne sont jamais ´ epuis´ es. Enﬁn, il permet aussi de s’exercer et de tester les logiciels de g´ eom´ etrie dynamique pour la r´ ealisation pratique des nombreuses ﬁgures illustrant cet article. Mots-cl´ es : Euclide - Hilbert - Invariant de Dehn - ´ Equid´ ecomposabilit´ e - Puzzles math´ ematiques - Translation - Sym´ etrie centrale - Aires - ´ Equid´ ecomposabilit´ e translative. Dans l’enseignement ´ el´ ementaire les notions d’aire et de mesure d’une aire font partie de ces concepts consid´ er´ es comme intuitivement ´ evidents, pour lesquels en tout cas on ne donne aucune d´ emonstration mˆ eme pour des ﬁgures aussi simples que le rectangle ou le triangle. Quel est le professeur de coll` ege ou de lyc´ ee qui saurait d´ emontrer spontan´ ement la formule longueur×largeur pour la mesure de l’aire d’un rectangle quelconque ? Il y a ` a cela une raison profonde, explicit´ ee par Hilbert dans ses Fondements de la g´ eom´ etrie ([8]) mais d´ ej` a mise ´ evidence dans les ´ El´ ements d’Euclide : la n´ ecessit´ e de recourir ` a un axiome de continuit´ e ou axiome d’Archim` ede. C’est pourquoi l’essentiel des ´ El´ ements d’Euclide, consacr´ e` a la g´ eom´ etrie ´ el´ ementaire, a son architecture interne nettement s´ epar´ ee en deux parties par le Livre V consacr´ e` a la th´ eorie des proportions, c’est-` a-dire ` a la gestion des rapports de grandeurs incommensurables. Le th´ eor` eme de Thal` es, ou la proportionnalit´ e de l’aire d’un triangle ` a la longueur d’un cˆ ot´ e et ` a la hauteur correspondante ne sont trait´ es qu’au Livre VI, parce que leur d´ emonstration exige l’axiome de continuit´ e. Alors que le th´ eor` eme de Pythagore est trait´ e d` es la ﬁn du Livre I, c’est-` a-dire nettement avant la th´ eorie des proportions, parce qu’Euclide a d´ evelopp´ e dans ce livre toute une th´ eorie des propri´ et´ es et des comparaisons des aires sans recours ` a leur mesure. Le ressort principal des d´ emonstrations d’Euclide dans ce Livre I consiste ` a ajouter et retrancher des ﬁgures congruentes (nous dirions isom´ etriques) ` a des ﬁgures congruentes, pour obtenir d’autres ﬁgures congruentes. Par exemple pour la proposition 35 : Les parall´ elogrammes qui sont sur la mˆ eme base et dans les mˆ emes parall` eles sont ´ egaux entre eux. ... c’est-` a-dire ont mˆ eme aire. Euclide d´ emontre en substance de la mani` ere suivante l’´ egalit´ e (en aire) des parall´ elogrammes ABCD et EBCF (ﬁgure 1). c  L’OUVERT 117 (2008) 
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EQUIDECOMPOSABILITE DES POLYGONES PLANS
 Jean-Pierre Friedelmeyer
 Resume : Le theme de l’equidecomposabilite des polygones plans, c’est -a-dire leur decompositionen un nombre fini selon les memes parties triangulaires ou polygonales, est l’occasion de nombreusesreflexions et activites geometriques a differents niveaux :au college et au lycee, par la fabrication de puzzles lesquels necessitent des raisonnements et des
 constructions geometriques elementaires et qui mettent en jeu de facon non artificielle les iso-metries du plan,
 en didactique, par des reflexions sur les notions d’aire, de congruence, leurs fondements theoriqueset leurs enjeux didactiques,
 en histoire, par l’ouverture a des problemes qui parcourent toute l’histoire des mathematiquesdepuis les Grecs jusqu’a aujourd’hui et qui ne sont jamais epuises.
 Enfin, il permet aussi de s’exercer et de tester les logiciels de geometrie dynamique pour larealisation pratique des nombreuses figures illustrant cet article.
 Mots-cles : Euclide - Hilbert - Invariant de Dehn - Equidecomposabilite - Puzzles mathematiques -Translation - Symetrie centrale - Aires - Equidecomposabilite translative.
 Dans l’enseignement elementaire les notions d’aire et de mesure d’une aire font partie deces concepts consideres comme intuitivement evidents, pour lesquels en tout cas on nedonne aucune demonstration meme pour des figures aussi simples que le rectangle ou letriangle. Quel est le professeur de college ou de lycee qui saurait demontrer spontanementla formule longueur×largeur pour la mesure de l’aire d’un rectangle quelconque ? Il y a acela une raison profonde, explicitee par Hilbert dans ses Fondements de la geometrie ([8])mais deja mise evidence dans les Elements d’Euclide : la necessite de recourir a un axiomede continuite ou axiome d’Archimede. C’est pourquoi l’essentiel des Elements d’Euclide,consacre a la geometrie elementaire, a son architecture interne nettement separee en deuxparties par le Livre V consacre a la theorie des proportions, c’est-a-dire a la gestion desrapports de grandeurs incommensurables. Le theoreme de Thales, ou la proportionnalitede l’aire d’un triangle a la longueur d’un cote et a la hauteur correspondante ne sont traitesqu’au Livre VI, parce que leur demonstration exige l’axiome de continuite. Alors que letheoreme de Pythagore est traite des la fin du Livre I, c’est-a-dire nettement avant latheorie des proportions, parce qu’Euclide a developpe dans ce livre toute une theorie desproprietes et des comparaisons des aires sans recours a leur mesure. Le ressort principaldes demonstrations d’Euclide dans ce Livre I consiste a ajouter et retrancher des figurescongruentes (nous dirions isometriques) a des figures congruentes, pour obtenir d’autresfigures congruentes. Par exemple pour la proposition 35 :
 Les parallelogrammes qui sont sur la meme base et dans les memes parallelessont egaux entre eux.
 . . . c’est-a-dire ont meme aire. Euclide demontre en substance de la maniere suivantel’egalite (en aire) des parallelogrammes ABCD et EBCF (figure 1).
 c© L’OUVERT 117 (2008)
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16 Jean-Pierre Friedelmeyer
 B
 A
 C
 ED F
 G
 figure 1
 B
 A
 C
 E D F
 G
 figure 2
 Comme les triangles ABE et DCF sont egaux, les parallelogrammes ABCD et EBCFsont egaux car obtenus a partir des triangles egaux en ajoutant un meme triangle BGCet en retranchant un meme triangle DGE. Euclide ne traite pas le cas de la figure 2, oule point G tombe a l’exterieur des segments BE etCD. Mais le principe est le meme.
 Dans la suite, pour parler de deux polygones qui ont la meme aire, nous dirons qu’ils sontequivalents et nous utiliserons quelquefois le signe ≈.
 La demonstration d’Euclide dans le cas de la figure 2 peut se simplifier en remarquantqu’on a une partie commune : le trapeze EBCD et deux triangles congruents, ABEet DCF . Donc les deux parallelogrammes ABCD et EBCF sont composes de partiescongruentes (un triangle plus un trapeze) ce que l’on traduit aujourd’hui en disant que lesparallelogrammes sont equidecomposables. Ce terme a ete introduit par Hilbert dans leseditions posterieures a la quatrieme edition des Fondements de la geometrie ([8]) ; on parleaussi de multicongruence ou d’egalite finie, pour mettre l’accent sur le fait qu’on n’utilisequ’un nombre fini de polygones elementaires, contrairement a ce qui se fait dans le cas d’uneexhaustion. Il n’est pas difficile d’appliquer cette methode a la situation de la figure 1 : ilsuffit de decouper les deux parallelogrammes par des paralleles a la base equidistantes eten nombre suffisant pour que la premiere coupe le triangle BCG, completees par autantde paralleles aux autres cotes (figure 3).
 A D E F
 CB
 Gfigure 3
 Cette derniere demonstration a l’avantage de n’utiliser qu’une seule idee – celle de lasubdivision en parties congruentes. Mais il y a aussi un probleme : cette demonstrationrepose sur le fait qu’on peut subdiviser un segment en un nombre fini de parties de memelongueur. D’un point de vue moderne cela renvoie au caractere archimedien des segments.Parce que Hilbert voulait developper une theorie des aires sans recourir a l’axiome d’Ar-chimede il etait oblige de recourir a la methode un peu plus compliquee d’Euclide quifait aussi intervenir des soustractions d’aires. Dans le chapitre IV de ses Fondements, apresavoir defini un polygone comme reunion finie de triangles, il convient qu’un polygone A
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Equidecomposabilite 17
 est decompose en deux polygones B et C si l’on a A = B ∪C et si B ∩C est reduit a unereunion de segments. La decomposition en un nombre fini de polygones se definit de faconanalogue. Suivent alors les deux definitions1 essentielles pour notre propos.
 Definition. Sont dits flachengleich, c’est-a-dire egaux par addition, deux po-lygones qui peuvent etre decomposes en un nombre fini de triangles respecti-vement congruents deux a deux.Definition. Sont dits inhaltsgleich ou von gleichem Inhalt, c’est-a-dire egauxpar soustraction, deux polygones auxquels on peut ajouter des polygones egauxpar addition, de maniere que les deux polygones ainsi composes soient eux-memes egaux par addition.
 La premiere correspond a l’equidecomposabilite.La seconde est appelee equicomplementarite.
 Les reflexions de Hilbert sur une theorie de l’equidecomposabilite avait ete preparees audebut du xixe siecle par plusieurs auteurs. Un lieutenant prussien appele Paul Gerwien apublie deux articles ([4] et [5]) sur ces questions dans le journal de Crelle en 1833. Ils sontintitules « Dissection d’un nombre quelconque de figures rectilignes egales en des partiesegales » et « Dissection d’un ensemble quelconque de figures de differentes formes maisde meme contenu sur la sphere en des parties egales ».2 Dans ces deux articles, Ger-wien a donne une etude systematique de l’equidecomposabilite dans le plan (geometrieeuclidienne) et sur la sphere. Dans les deux cas il demontre le resultat suivant :
 Deux polygones sont de meme mesure si et seulement si ils sont equidecomposables.
 D’ou il conclut : « Le present memoire montre qu’on peut definir l’egalite des figuresrectilignes de la maniere suivante : des figures sont egales (en aire) si elles sont composeesdes memes parties. »3
 Avant de passer a l’etude detaillee du premier memoire de Gerwien, je voudrais signalerqu’il y a la des occasions d’activites geometriques pour le college et le lycee tres for-matrices : elles ne necessitent pas d’investissement theorique important tout en donnantl’occasion de mettre en œuvre de facon non artificielle des transformations elementairescomme la translation ou la symetrie centrale.
 1. Un exemple pour le college
 Les puzzles sont une activite ludique exemplaire pour solliciter la reflexion et l’initiativedes eleves, surtout si on leur demande d’inventer leur propre puzzle. Le probleme suivantpeut s’inscrire dans cette demarche tout en donnant l’occasion de travailler le cours degeometrie.
 Probleme. Soient donnes deux triangles ABC et ADE de meme base et de meme hauteur (fi-gure 4). Trouver une decomposition de ces deux triangles en les memes morceaux triangulairesou polygonaux (figure 5).
 1Traduction de Laugel, Principes fondamentaux de la geometrie par M.D. Hilbert ([8]).2Titres originaux : « Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren in die-
 selben Stucke » et « Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden gestalteter Figuren von gleichenInhalt auf Kugeloberflache in dieselben Stucke ».
 3Pour une etude approfondie de ces questions, voir l’article de Klaus Volkert [10].
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18 Jean-Pierre Friedelmeyer
 D A B
 CE
 BAD
 E C
 figure 4 figure 5
 Comme certaines (au moins), des pieces communes auront des cotes portes par les cotes destriangles de depart, il paraıt opportun de tracer par les sommets de l’un et l’autre triangledes paralleles aux cotes de l’autre ; ce qui peut se traduire aussi par des translationsamenant certains sommets a coıncider (figure 6). Par ailleurs, la droite des milieux peutjouer un role, ces milieux pouvant etre centre de symetrie pour certaines pieces (figure 7).Ces deux idees suffisent ici a trouver la decomposition. La demarche de Gerwien s’appuiesur ces idees simples, mais cherche evidemment a mettre en place une methode generaleet systematique de decomposition de deux ou plusieurs polygones equivalents.
 D
 E
 A B
 C
 figure 6D
 E
 A B
 C
 figure 7
 2. L’equidecomposabilite des polygones plans par Gerwien
 Dans son article du Journal de Crelle ([4]), Gerwien developpe un raisonnement assezelementaire en cinq etapes, dont voici la trame :
 Etape 1. Des triangles en nombre quelconque, de meme sommet et dontles bases sont egales et accolees sur une meme droite, sont simultanementequidecomposables au moyen de droites paralleles aux differents cotes menees par lessommets situes sur la base commune (figure 8 et 9 pour un exemple avec trois trianglesaccoles). Remarquons que les polygones de decomposition obtenus par ce procede sontisometriques soit par translation, soit par symetrie centrale. Nous appellerons ce procede,procede no 1 et ceci nous sera utile dans la suite.
 figure 8 figure 9
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Equidecomposabilite 19
 Etape 2. Des triangles ayant meme base et meme hauteur sont equidecompo-sablesLa demonstration est simple par exemple dans le cas de triangles acutangles ABC etDBC, en les placant de part et d’autre de la base commune : il suffit de tracer, a partirde l’intersection de la diagonale (AD) avec la base, des paralleles aux cotes du trianglesitue de l’autre cote (figure 10). Nous appellerons cette decomposition procede no 2. Leressort principal de ce procede reside dans le fait que les triangles composants ayant unebase commune sur (BC) se correspondent par une symetrie centrale, les autres par unetranslation. Bien entendu on pourra adapter cette decomposition a diverses situations destriangles equivalents, au moyen des transformations usuelles, comme dans l’exemple de lafigure 11.
 B C
 A
 D
 figure 10 figure 11
 Mais le probleme peut se reveler plus complique si la droite (AD) coupe la base communeen un point K situe en dehors du segment [BC], comme dans la figure 12. Cette dernieresituation peut neanmoins se ramener a la precedente, en accolant des triangles de memebase situes entre les meme paralleles, jusqu’a aboutir a un triangle debordant le point K(figure 13).
 B C
 A
 D
 K
 figure 12
 B C
 A
 D
 KH I
 figure 13
 Il suffit apres cela de superposer les deux decompositions obtenues par les procedes no 1 et 2.Dans la pratique, la figure devient vite complexe par la multiplication rapide du nombrede polygones realisant la decomposition. C’est pourquoi nous traiterons un exemple nenecessitant que l’adjonction d’un triangle pour depasser l’intersection de (AD) avec labase (BC). Dans ce cas, la decomposition des deux triangles accoles ABC et ACH ainsique de DBC et DCH par le procede no 1 est tres simple, rajoutant les milieux I, J, L etM (figure 14). Le procede no 2 applique aux triangles ACH et DCH, rajoute les milieuxN et O (figure 15).
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20 Jean-Pierre Friedelmeyer
 KB
 A
 C
 D
 H
 IJ
 L M
 figure 14
 KB
 A
 C
 D
 H
 IJ
 L M
 N
 O
 figure 15
 Il faut maintenant encore superposer les deux decoupages des triangles ACH et DCH.Pour cela il suffit d’appliquer la symetrie de centre E milieu de [CK] pour les segmentscontenus dans les triangles symetriques CKN et CKO, et les translations de vecteur
 −−→DK
 et−−→AK, respectivement, pour les segments contenus dans les triangles KOD et MKD,
 (respectivement ANK et JAK) (figure 16). Cela nous donne ici un total de 11 trianglesou polygones pour realiser l’equidecomposition des triangles ABC et DBC. Pour cela,il suffit de ramener ces composants dans les triangles ABC et DBC, par translation oupar symetrie centrale, selon la disposition des parties obtenues par le procede no 1 (figure17). De cette maniere les polygones isometriques NPQRS et OTUV W sont envoyes parsymetrie respectivement dans les triangles ABC et DBC. Par contre pour les trianglesisometriques JQK et UDM , le premier est envoye par translation dans le triangle ABCalors que le second est envoye par symetrie dans le triangle DBC.
 KB
 A
 C
 D
 H
 IJ
 L M
 N
 O
 E
 figure 16
 KB
 A
 C
 D
 H
 IJ
 L M
 N
 O
 E
 W
 P
 V
 Q
 SR
 TU
 figure 17
 En effectuant les transformations pour tous les polygones et triangles composants on ob-tient finalement l’equidecomposabilite des triangles ABC et DBC en 11 elements. Onpeut reduire cette decomposition a six elements seulement, en regroupant dans chaque tri-angle les morceaux contigus qui sont images l’un de l’autre par la meme transformation,symetrie centrale ou translation (figure 18).
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Equidecomposabilite 21
 B
 A
 C
 D
 B
 A
 C
 D
 figure 18
 Il existe une autre methode, plus econome en nombre de parties a construire et deplacerdans les etapes intermediaires, mais un peu plus delicate a mettre en place, dont nous nedonnons ici que le resultat final (figure 19) pour les memes triangles que ceux de la figure 18,renvoyant a l’article de Michel Sarrouy qui decrit et demontre cette methode dans labrochure realisee par le groupe d’histoire des mathematiques de l’IREM de Strasbourg([9], 87–93).
 D A
 B
 A
 C
 D
 figure 19
 Cette seconde decomposition necessite sept couleurs, contre six en fin de compte dansl’autre, ce qui pose le probleme du nombre minimal de couleurs necessaires a l’equidecom-posabilite ; probleme difficile, dont je ne connais pas de solution.
 Etape 3. Deux triangles de meme aire sont equidecomposablesOn peut toujours prendre pour base leur plus grand cote et les accoler sur une memedroite. Soient donc ABC et AED deux tels triangles equivalents quelconques4, AB et AEleurs bases. Pour realiser l’equidecomposabilite des deux triangles :
 1. Construire un triangle AEF de meme base et meme hauteur que AED, mais dont lecote AF est egal a AB. Appliquer le procede no 2 aux deux triangles AED et AEF ,puis ramener AEF , avec sa decomposition, sur la base AB pour obtenir le triangleABG (figure 20).
 2. Appliquer le procede no 2 aux triangles ABC et ABG, en conservant la decompositionprecedente superposee, transporter le decoupage obtenu sur le triangle AEF , puis le
 4Cela pose le probleme interessant suivant : construire a la regle et au compas deux triangles de memeaire n’ayant ni memes bases ni memes hauteurs, probleme que nous laissons au lecteur le soin de traiter.Des indications sont fournies dans [9].
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22 Jean-Pierre Friedelmeyer
 transformer par symetrie centrale ou translation en l’appliquant au triangle ADE.Regrouper les pieces contigues (figure 21).
 A
 C
 BE
 D
 F
 G
 figure 20
 A
 C
 BE
 D
 F
 G
 figure 21
 Etape 4. Deux polygones de meme aire sont equidecomposablesLe principe consiste a diminuer de proche en proche le nombre de cotes des polygonespour se ramener en fin de compte a deux triangles. Considerons pour commencer unquadrilatere ABCD. Une parallele par B a la diagonale (AC) coupe (CD) en E. Alors letriangle AED est equivalent au quadrilatere ABCD. Il suffit de remarquer que les trianglesABC et AEC sont equivalents (figure 22). Le lecteur appliquera sans difficulte la methodea un quadrilatere non convexe. Pour un polygone quelconque de n cotes, on appliquera lamethode precedente (n− 3) fois pour aboutir a un triangle equivalent (figure 23).
 A
 B
 C
 D
 E
 figure 22
 G
 A
 B
 C
 D
 E
 F
 figure 23
 Nous laissons le soin au lecteur de reprendre l’ensemble des idees et methodes developpeesci-dessus pour expliciter la decomposition du pentagone et du triangle equivalent, dans lafigure 24.
 figure 24
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Equidecomposabilite 23
 Etape 5. Un nombre fini quelconque de polygones equivalents sont equidecom-posablesGerwien utilise simplement un raisonnement qui revient a demontrer la transitivite dela relation d’equivalence definie par l’equidecomposabilite. Si les polygones P et Q sontequidecomposables, cela veut dire qu’ils sont tous deux reunion des memes n polygonespi(1 6 i 6 n). De meme, Q et R sont equidecomposables, donc reunion des memes mpolygones qj(1 6 j 6 m). Alors P et R (et Q) sont egalement equidecomposables, reuniondes memes m× n polygones formes par toutes les intersections d’un pi avec un qj .
 Appliquons ces methodes a un exemple classique bien connu, mais dont la mise en placeparaıt bien mysterieuse : le fameux puzzle de Dudeney transformant un carre en triangleequilateral et reciproquement. Si la determination des pieces composant les deux figuresest facile a expliciter, le mystere reste dans l’interrogation suivante : comment Dudeneya-t-il trouve cette decomposition ? Je n’ai pas la reponse a cette question, mais les procedesmis en place par Gerwien y conduisent naturellement, comme nous allons le montrer.
 3. Le puzzle de Dudeney
 Henri Ernest Dudeney (1857 – 1930) etait un mathematicien anglais autodidacte, quia publie de nombreux puzzles dans un grand nombre de periodiques durant plus d’unetrentaine d’annees, sous le pseudonyme de « Sphinx ». Un des plus celebre (voir [3] p. 136)est constitue de quatre morceaux pouvant constituer indifferemment un triangle equilateralou un carre (figure 25 et 26) . Cela correspond donc exactement a une equidecomposabilitede ces deux polygones.
 On deroule le triangle de la droite vers lagauche.
 figure 25
 On enroule les morceaux de la gauche versla droite.
 figure 26
 Traitons cette equidecomposabilite a la maniere de Gerwien. Successivement :1. transformer le carre en triangle5 (rectangle, en l’occurrence ; figure 27),2. appliquer la procedure de l’etape 3 pour les deux triangles (figure 28),3. remonter du triangle rectangle au carre (figure 29),4. regrouper les pieces contigues ; par exemple la rouge, la jaune, une partie de la bleu
 clair, une partie de la vert clair (figure 30).
 5Nous ne traiterons pas ici le probleme de la construction d’un carre equivalent a un triangle ou aune figure quelconque donnee, aussi appele probleme de la quadrature. Cette question est traitee dans labrochure [9].
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24 Jean-Pierre Friedelmeyer
 figure 27 figure 28
 figure 29figure 30
 En pratique les pieces sont obtenues a partir du triangle equilateral ABC de la manieresuivante : soient M et N les milieux de [BC] et [AB] respectivement. Soit K sur [AC] telque CK soit egal au cote du carre, (NL) perpendiculaire a (MK) en L, I le milieu de[MK], H le symetrique de L par rapport a I, (HG) perpendiculaire a (KM) en H, quicoupe (AC) en G (figure 31). Alors on peut demontrer
 B C
 A
 M
 K
 NLI
 HG
 L'
 H'
 Q
 B'
 N'
 M'
 figure 31
 1. que les symetriques de A par rapport a K et deC par rapport a G sont confondus en un pointB′,
 2. que le symetrique B′N ′L′K du polygoneANLK, par rapport a K, le symetriqueH ′M ′B′G du polygone HMCG par rapport aG et le translate N ′B′M ′Q de vecteur
 −−→BB′ du
 polygone NBML constituent un recouvrementexact du carre HH ′QL′.
 De fait il y a la un decoupage plus general permettant de decouper un triangle quel-conque (au moins s’il est acutangle) en morceaux qui, reconstitues autrement, donnent unrectangle.
 A
 B CM
 N
 K
 L
 I
 H G
 B'
 P
 figure 32
 Soit ABC le triangle que l’on veut transformer en rec-tangle. Placons les milieux M,N,P des cotes [BC],[AB], [AC] respectivement et choisissons un point Ksur[AP ] (On suppose que l’un au moins des cotes durectangle est superieur a MP = 1
 2AB et inferieur ala mediane AM). La parallele a (NK) passant par Mcoupe alors [AC] en un point G (figure 32).
 1. Demontrer que MGKN est un parallelogramme de centre I milieu de [MK].
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Equidecomposabilite 25
 2. On abaisse les perpendiculaires a (MK) issues de N et G, qui coupent [MK] en Let H, respectivement. Demontrer que NL = HG.
 3. Demontrer que le symetrique de A par rapport a K et le symetrique de C parrapport a G sont confondus en un point B′.
 A
 B CM
 N
 K
 L
 I
 H G
 B'
 N'L'
 M'
 H'
 Q
 P
 figure 33
 4. Construire le polygone KL′N ′B′ symetrique dupolygone KLNA par rapport a K, et le poly-gone GH ′M ′B′ symetrique du polygone GHMCpar rapport a G. Soit Q l’intersection de (L′N ′)avec (M ′H ′). Demontrer que L′HH ′Q est un rec-tangle dont le cote L′H est egal a MK.
 5. Demontrer que le polygone N ′B′M ′Q estl’image du polygone NBML par une transla-tion de vecteur
 −−→BB′. En deduire que le rectangle
 L′HH ′Q est constitue des memes polygones quele triangle ABC.
 On peut ainsi, en trois coups de ciseaux, decouper un triangle quelconque en quatre mor-ceaux qui, rearranges donnent un rectangle. Concluons cette partie en signalant que cetagencement donne du meme coup un pavage alternant triangles et rectangles en general,ou triangles equilateraux et carres en particulier (figure 34).
 figure 34
 On aura remarque que dans les methodes de decomposition pour realiser l’equidecom-posabilite, les transformations elementaires jouent un role determinant, particulierementles translations et les symetrie centrales. Les mathematiciens suisses H. Hadwiger etP. Glur se sont ainsi pose la question de la possibilite d’une equidecomposabilite dedeux figures planes en imposant la condition supplementaire que les composants se corres-pondent tous, deux a deux, par translation. Ils introduisent ainsi la notion d’equidecom-posabilite translative.
 4. Equidecomposabilite translative
 L’equidecomposabilite translative est nettement plus contraignante que l’equidecompo-sabilite simple, en ce qu’elle doit egalement prendre en compte la position relative despolygones consideres dans le plan. Hadwiger et Glur ([6]) commencent par demontrer
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26 Jean-Pierre Friedelmeyer
 l’equidecomposabilite translative d’un rectangle et d’un parallelogramme de meme base,situes entre les memes paralleles. Celle-ci peut etre tres simple (figure 35) ou plus com-pliquee (figure 37), selon que la projection orthogonale des cotes obliques sur l’une oul’autre base tombe a l’interieur ou a l’exterieur de cette base. Dans ce second cas, on« redressera » de proche en proche le parallelogramme selon le principe de la figure 36.
 figure 35 figure 36
 figure 37
 Decomposition qui peut finalement se simplifier en regroupant les polygones identiqueset contigus (figure 38) ; ce qui donne une autre idee de decomposition, plus simple, etconsistant a decouper des tranches paralleles de la largeur du rectangle, ce qui reprend unpeu l’idee de la figure 3.
 figure 38 figure 39
 Puis est etudiee l’equidecomposabilite translative de deux rectangles equivalents quel-conques R et R′. Le principe consiste a utiliser la transitivite en construisant :
 1. les parallelogrammes equivalents P et P′, compris entre les memes bases que lesrectangles,
 2. une direction6 sur laquelle les bases des rectangles R et R′ se projettent selon dessegments de meme longueur, et sur lesquels on construira des rectangles egaux R1
 et R′1 et, bien sur, equivalents a R et R′ (figure 40). Il suffit alors d’appliquer les
 equivalences R ≈ P ≈ R1 ≈ R′1 ≈ P′ ≈ R′, de les traduire en decompositions
 geometriques que l’on superpose au fur et a mesure (figures 41 et 42).
 6On peut demontrer qu’une telle direction existe toujours, par exemple en utilisant le produit scalaire,et elle se construit simplement a la regle et au compas.
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Equidecomposabilite 27
 R1
 R
 R'1
 R'
 figure 40
 figure 41
 figure 42
 Pourquoi deux rectangles quelconques equivalents sont-ils translativement equidecompo-sables, alors qu’on essayerait en vain une telle decomposition sur deux triangles quel-conques, equivalents mais non isometriques ? Pour repondre a cette question, Hadwigeret Glur introduisent une fonction L dependant a la fois des directions et des longueursdes cotes des polygones consideres. Plus precisement, pour chaque cote, considerons lecouple forme par sa longueur et l’angle qu’il fait avec une direction fixe. Les cotes sontorientes de telle facon que le perimetre soit parcouru en gardant l’interieur du polygonea sa gauche. Leur angle est mesure de 0◦ a 360◦, dans le sens trigonometrique. Pour unedirection α, soit Sα(A) la somme des longueurs des cotes du polygone A correspondanta l’angle α et Lα(A) = Sα(A) − Sα+π(A). Il est clair que cette fonction est nulle pourun rectangle. Mais le theoreme important, demontre dans l’article ([6]) de Hadwiger etGlur est le suivant :
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28 Jean-Pierre Friedelmeyer
 Theoreme. Deux polygones equivalents A et B sont translativement equidecomposables siet seulement si pour tout α tel que 0 6 α < 2π on a Lα(A) = Lα(B).
 Des exemples sont evidemment donnes par des carres isometriques (figure 43) ou par despolygones formes chacun de couples de cotes egaux et paralleles (figure 44, voir [2] p. 133).
 figure 43 figure 44
 Hadwiger et Glur donnent sans explication, ni mesures de cotes, l’exemple de deuxtrapezes. Nous avons cherche a les construire de sorte que les longueurs des cotes destrapezes et des polygones intervenant dans la decomposition soient entieres. La figure 45montre le resultat que nous avons obtenu.
 figure 45
 On aura pu le constater amplement : il y a la, a la fois, des possibilites d’activitesgeometriques a divers niveaux du college et du lycee, mais aussi des domaines encoreouverts a diverses investigations, dans l’espace, pour des geometries non euclidiennes, surla sphere, etc.
 5. Le 3e probleme de Hilbert
 L’equidecomposabilite des polyedres dans l’espace a fait l’objet du troisieme des 23 pro-blemes que Hilbert a poses lors du second Congres International des Mathematiciens aParis, en 1900 (c’est a dire un an apres la publication des Fondements de la geometrie)sous le titre : De l’egalite en volume de deux tetraedres de bases et de hauteurs egales etqu’il presente ainsi 7 :
 Dans deux lettres adressees a Gerling, Gauss exprime le regret que certainstheoremes de Stereometrie dependent de la methode d’exhaustion ou, comme
 7Hilbert, Sur les problemes futurs des mathematiques, in Compte rendu du deuxieme congres interna-tional des mathematiciens, Proces verbaux et communications publies par E. Dupocq, traduction de M.L. Laugel, Gauthier Villars, 1902.
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Equidecomposabilite 29
 on dirait aujourd’hui, de l’axiome de continuite (ou de l’axiome d’Archimede).Gauss cite en particulier ce theoreme d’Euclide, que deux pyramides trian-gulaires de meme hauteur sont entre elles comme leurs bases. Le probleme ana-logue relatif au plan est aujourd’hui completement resolu. Gerling reussit ademontrer l’egalite des volumes de polyedres symetriques en les decomposanten parties congruentes ; mais la demonstration, par ce moyen, du theoremeprecite d’Euclide dans le cas general, ne me paraıt guere possible. Il s’agi-rait donc d’une demonstration rigoureuse de l’impossibilite du probleme. Onserait immediatement en possession d’une telle demonstration du moment quel’on pourrait assigner deux tetraedres de bases et de hauteurs egales qu’il se-rait impossible de decomposer en tetraedres congruents (equidecomposabilite),et qui ne pourraient non plus, par l’addition de tetraedres congruents, etretransformes en polyedres, eux-memes decomposables en tetraedres congruents(equicomplementables).
 De fait, avant meme la tenue du congres, l’assistant de Hilbert, Max Dehn (1878 – 1952)avait resolu le probleme en demontrant qu’il existe deux polyedres de meme volume, nonequidecomposables. Pour ce faire, il introduit un invariant D (qui est reste sous le nomd’invariant de Dehn) associe a un polyedre et tel que deux polyedres equidecomposables ontnecessairement meme invariant D. Ce qui lui permet alors de demontrer qu’un tetraedreregulier et un prisme ne peuvent jamais avoir meme invariant et donc ne peuvent etreequidecomposables. L’invariant de Dehn et sa demonstration sont assez compliques, maisdes simplifications ulterieures, en particulier par Hadwiger permettent d’en donner uneidee.
 Nous dirons qu’un ensemble fini donne M de nombres reels x1, x2, . . . , xk est lineairementdependant, s’il existe des entiers relatifs n1, n2, . . . , nk tels que
 (1) n1x1 + n2x2 · · ·+ nkxk = 0 .
 Une fonction reelle f definie sur M sera dite additive, si pour toute relation du type (1)entre des elements de M la meme relation de dependance est verifiee pour les reels images,c’est-a-dire
 (2) n1f(x1) + n2f(x2) + · · ·+ nkf(xk) = 0 .
 Soit alors A un polyedre, α1, α2, . . . , αp les angles diedres de A, l1, l2, . . . , lp les longueursdes aretes correspondantes, alors la somme
 l1f(α1) + l2f(α2) + · · ·+ lpf(αp) = f(A)
 est appelee invariant de Dehn du polyedre A, et l’on a le theoreme
 Theoreme. Soient deux polyedres A et B ayant pour angles diedres α1, α2, . . . , αp etβ1, β2, . . . , βq respectivement ; et soit M un ensemble de reels contenant
 π, α1, α2, . . . , αp, β1, β2, . . . , βq .
 S’il existe une fonction additive f , definie sur M, telle que f(π) = 0 et f(A) 6= f(B),alors les polyedres A et B ne sont pas equidecomposables (ni equicomplementables).
 En particulier, un cube A et un tetraedre regulier B de meme volume ne sont pasequidecomposables. Se basant sur le fait que l’angle diedre entre deux faces adjacentesd’un tetraedre regulier vaut φ = Arc cos (1/3) , et que celui entre deux faces adjacentesdu cube vaut π/2, l’ensemble M correspondant peut se reduire a M = {π, π/2, φ}. Soitalors f la fonction reelle definie sur M par
 f(π) = 0 ; f(π/2) = 0 ; f(φ) = 1 .
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30 Jean-Pierre Friedelmeyer
 Cette fonction est additive. En effet toute relation de la forme
 n1π + n2π/2 + n3φ = 0
 entraıne n3 = 0 car le reelφ
 π=
 1π
 Arc cos(1
 3
 )est irrationnel (voir [1], p. 102), et donc
 aussin1f(π) + n2f(π/2) + n3f(φ) = 0 .
 Les invariants de Dehn correspondants sont alors f(A) = 12a.f(π/2) = 0 (ou a est l’aretedu cube), et f(B) = 6b.f(φ) = 6b 6= 0 (ou b est l’arete du tetraedre). En consequence dutheoreme, le cube et le tetraedre regulier ne sont pas equidecomposables car ils n’ont pasle meme invariant de Dehn.
 Un pas supplementaire est fait en 1965 par J.-P Sydler qui montre que la conditionnecessaire pour que deux polyedres de meme volume soient equidecomposables, a savoirl’egalite de leurs invariants de Dehn, est aussi suffisante.
 On peut constater par ce bref exemple que les situations dans l’espace deviennent rapide-ment plus difficiles a explorer que celles du plan et qu’elles restent d’actualite. Ceux quisouhaitent les etudier plus en detail peuvent se reporter a la bibliographie, en particulierles references [1], [2], [3], [7] et [10].
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