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            Chapitre 1 Introduction aux vecteurs et matrices Notation : pour d´ eﬁnir un cadre g´ en´ eral non limit´ e aux vecteurs, dans tout ce paragraphe E repr´ esente un espace vectoriel sur R 1.1 Vecteurs D´ eﬁnition 1 On appelle vecteur x un ´ el´ ement de l’espace vectoriel R n sur R. C’est un ensemble ordonn´ e d’´ elements de R, souvent not´ e des mani` eres suivantes : x =(x 1 ,x 2 , ··· ,x n ) t x =      x 1 x 2 . . . x n      Comme R n est un espace vectoriel sur R, il est donc muni des propri´ et´ es classiques d’un espace vectoriel : soit x et y ∈ R n et α, β ∈ R alors : –(αβ )x = α(βx) –(α + β )x = αx + βx – α(x + y)= αx + αy –1x = x o` u x + y =(x 1 + y 1 ,x 2 + y 2 , ··· ,x n + y n ) t αx =(αx 1 , αx 2 , ··· , αx n ) t D´ eﬁnition 2 On appelle produit scalaire sur E une application de E × E sur R : (x, y) -→ hx, yi =(x, y) E poss´ edant les propri´ et´ es suivantes : 1 
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Chapitre 1
 Introduction aux vecteurs et
 matrices
 Notation : pour definir un cadre general non limite aux vecteurs, danstout ce paragraphe E represente un espace vectoriel sur R
 1.1 Vecteurs
 Definition 1 On appelle vecteur x un element de l’espace vectoriel Rn sur
 R. C’est un ensemble ordonne d’elements de R, souvent note des manieressuivantes :
 x = (x1, x2, · · · , xn)t x =
 x1
 x2...xn
 Comme Rn est un espace vectoriel sur R, il est donc muni des proprietes
 classiques d’un espace vectoriel : soit x et y ∈ Rn et α, β ∈ R alors :
 – (αβ)x = α(βx)– (α + β)x = αx + βx– α(x + y) = αx + αy– 1x = x
 ou
 x + y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)t αx = (αx1, αx2, · · · , αxn)t
 Definition 2 On appelle produit scalaire sur E une application de E × Esur R :
 (x, y) −→ 〈x, y〉 = (x, y)E
 possedant les proprietes suivantes :
 1
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX VECTEURS ET MATRICES
 – 〈x, x〉 ≥ 0– 〈x, x〉 = 0⇒ x = 0– 〈x, y〉 = 〈y, x〉– 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉– 〈x, αy〉 = α〈x, y〉 ∀α ∈ R
 Corollaire 1 Le produit scalaire est une forme bilineaire symetrique sur E.
 Definition 3 On appelle norme sur E une application de E dans R+ :
 x→ ‖x‖qui possede les proprietes suivantes :
 – ‖x‖ = 0⇔ x = 0– ‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀α ∈ R
 – ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
 Definition 4 On appelle un espace euclidien un espace vectoriel muni d’unproduit scalaire qui permet de definir une norme par la relation :
 ‖x‖2 = 〈x, x〉
 Theoreme 1 (Inegalite de Cauchy-Schwartz)Quelque soit x et y appartenant a un espace euclidien, on a
 |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖Preuve
 Definition 5 (Norme euclidienne sur Rn) Dans l’espace vectoriel R
 n, ondefinit la norme euclidienne d’un vecteur x par :
 ‖x‖2 = 〈x, x〉 =
 n∑
 i=1
 x2i
 le produit scalaire associe etant :
 〈x, y〉 =
 n∑
 i=1
 xiyi
 Sur l’espace vectoriel Rn, d’autres normes que la norme euclidienne peuvent
 etre definis . Par exemple, l’application suivante definit une norme :
 x→ ‖x‖p =
 (
 n∑
 i=1
 xpi
 )1p
 ∀p ≥ 1
 les cas les plus usites etant :
 ‖x‖1 =n∑
 i=1
 |xi| ‖x‖∞ = maxi=1···n
 |xi|
 respectivement appele norme 1 et norme infinie.
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1.2. MATRICES 3
 Definition 6 On appelle une base orthogonale de Rn tout ensemble de n
 vecteurs {b1, · · · , bn} telle :– ∀x ∈ R
 n ∃!{αi} tel que x =∑n
 i=1 αibi
 – 〈bi, bj〉 = 0 si i 6= j
 Il existe une base particuliere appelee base canonique definit de la manieresuivante :
 Definition 7 On appelle base canonique la base composee des vecteurs {ei}i=1···n
 telle que le j-ieme element de ei vaut 0 sauf si i = j dans ce cas, il vaut 1.
 ei =
 0...1...0
 ← i-eme element
 Ainsi tout vecteur x de Rn se decompose sur la base canonique de la maniere
 suivante :
 ∀x ∈ Rn, x =
 n∑
 i=1
 〈x, ei〉ei =
 n∑
 i=1
 xiei
 1.2 Matrices
 Definition 8 Une matrice d’elements de R est un tableau a deux dimen-sions compose de m lignes et n colonnes ou chaque element appartient a R.L’ensemble des matrices de R de dimensions m, n est note Mm,n et formeun espace vectoriel sur R.
 On notera X un element deMm,n et xi,j ou [X]i,j l’element a la i-ieme ligneet j-ieme colonne de la matrice X.
 X =
 x1,1 x1,2 x1,3 · · · x1,j · · · x1,n
 x2,1 x2,2 x2,3 · · · x2,j · · · x2,n
 x3,1 x3,2 x3,3 · · · x3,j · · · x3,n
 ......
 .... . .
 .... . .
 ...xi,1 xi,2 xi,3 · · · xi,j · · · xi,n
 ......
 .... . .
 .... . .
 ...xm,1 xm,2 xm,3 · · · xm,j · · · xm,n
 L’operation d’addition de deux matrices et de multiplication d’une matricepar un scalaire de R sont definis par les relations suivantes :
 X + Y = [xi,j + yi,j]m,n 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX VECTEURS ET MATRICES
 αX = [αxi,j ]m,n 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
 Definition 9 On appelle transpose de X, la matrice X t telle que :
 [Xt]i,j = xj,i 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
 1.2.1 Multiplications de matrices
 De par sa structure d’espace vectoriels, l’addition de matrices et la multi-plication de matrices par un scalaire sont des operations simples. Cependant,il est possible de definir une multiplication de matrices.
 Proposition 1.2.1.1 soit X ∈ Mm,n et Y ∈ Mn,p alors le produit Z ∈Mm,p des matrices X et Y est donne par la formule suivante :
 zi,j =∑
 k=1n
 xi,kyk,j 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
 De maniere general, le produit de matrices n’est pas commutatif, c’est-a-direque XY n’est pas toujours egale a Y X. Par contre, les quelques proprietessuivantes de la multiplication de matrices sont aisement verifiables :
 Propriete En supposant que les matrices A,B et C sont de dimensions tellesque leurs multiplications soient possibles, α ∈ R, on a :– C(A + B) = CA + CB– (A + B)C = AC + BC– A(BC) = (AB)C = ABC– α(AB) = (αA)B = A(αB)
 Pour les matrices carres appartenant a Mn,n, on definit la matrice identiteI la matrice telle que :
 [I]i,j =
 {
 1 si i = j0 sinon
 et verifiant la propriete suivante :
 ∀A ∈Mn,n AI = IA = A
 1.2.2 Matrice Bloc
 1.2.3 Inversion de matrice
 Le concept d’inverse peut etre generaliser aux matrices mais doit etreutiliser avec precaution.
 Definition 10 On dit qu’une matrice X ∈ Mn,n est non-singuliere ou in-versible si il existe une matrice de Mn,n note X−1 telle que :
 XX−1 = X−1X = I
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1.2. MATRICES 5
 1.2.4 Determinant d’une matrice
 A chaque matrice carre A d’ordre n i.e appartenant a Mn,n, on peutassocier un scalaire appele le determinant de A note habituellement :
 det(A) ou |A|
 Ce scalaire est indispensable pour l’etude et la recherche des proprietes desmatrices carres et jouent un role important dans les systemes d’equationslineaires.
 Pour definir la notion de determinant, quelques autres points doiventetre introduites.
 Definition 11 une permutation σ de l’ensemble {1, 2, · · · , n} est une bi-jection de l’ensemble sur lui-meme. On peut egalement voir cela comme unrearrangement des nombres 1, 2, · · · , n.
 On appelle transposition une permutation qui n’echange que deux elementsconsecutifs : on note τj la transposition qui permute j et j + 1.
 L’ensemble de toutes les permutations est note Sn et le cardinal de Sn
 vaut n!
 une permutation σ est designee par :
 σ =
 (
 1 2 · · · nj1 j2 · · · jn
 )
 ou σ(i) = ji ∀i ou σ = j1j2 · · · jn
 Proposition 1.2.4.1 Toute permutation peut etre ecrit comme un produitde transpositions. Cette decomposition n’est cependant pas unique mais la pa-rite du nombre de transpositions est constante quelque soit la decompositionconsideree.
 Definition 12 On appelle signature d’une permutation σ le nombre, notesign(σ), qui vaut 1 si le nombre de transpositions permettant de decomposerla permutation est paire et −1 sinon.
 Definition 13 On appelle determinant d’une matrice A ∈Mn,n le nombre :
 det(A) =∑
 σ∈Sn
 sign(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n)
 Lorsque n augmente, le nombre de termes dans la somme composant le cal-cul du determinant augmente de maniere drastique et devient rapidementdifficile a calculer. Cependant, il est possible de proposer une formulationdu determinant plus aisee a mettre en oeuvre.
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX VECTEURS ET MATRICES
 On note A|i,j| la matrice mineure de A obtenue en supprimant la ligne i etla colonne j.
 A|i,j| =
 a1,1 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1,n
 ......
 ......
 . . ....
 ai−1,1 ai−1,2 ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n
 ai+1,1 ai+1,2 ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n
 ......
 ......
 . . ....
 am,1 · · · am,j−1 am,j+1 · · · am,n
 Theoreme 2 (Developpement selon une colonne)On peut calculer le determinant en utilisant le developpement suivant unecolonne :
 ∀j ∈ {1, · · · n}, det(A) =
 n∑
 i=1
 ai,j(−1)i+j∣
 ∣A|i,j|
 ∣
 ∣
 Voici maintenant une liste de proprietes fondamentales du determinant :– |I| = 1– |A| = |At|– si deux colonnes de A sont egales alors |A| = 0– si σ une permutation de Sn alors
 det(Aσ(1), Aσ(2), · · · , Aσ(n)) = sign(σ)det(A)
 – l’application qui a une colonne de A fait correspondre le determinantde A est lineaire, ainsi pour tout j :
 det(A1, A2, · · · , αAj , · · ·An) = αdet(A), ∀α ∈ R
 et
 det(A1, A2, · · · , x+y, · · ·An) = det(A1, A2, · · · , x, · · ·An)+det(A1, A2, · · · , y, · · ·An)
 – Si une colonne est combinaison lineaire des autres alors |A| = 0– |AB| = |A||B|
 Une relation importante relie l’inversibilite d’une matrice et le determinant :
 Theoreme 3 Une matrice A est inversible ou non-singuliere si son determinantest non nul.
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Chapitre 2
 Vecteurs propres et Valeurs
 propres de matrices
 2.1 Definition et proprietes
 2.1.1 definitions
 Soit A une matrice carree d’elements de C appartenant a Mn,n, unscalaire λ ∈ C est appele une valeur propre de A s’il existe un vecteurx ∈ C
 n non nul tel que :Ax = λx
 Le vecteur x satisfaisant cette relation est appele vecteur propre de A cor-respondant a la valeur propre λ
 Definition 14 On appelle spectre de la matrice A l’ensemble des valeurspropres de A.
 Definition 15 Le rayon spectral de A est le nombre ρ(A) = maxi=1···N |λi|
 Remarque 1 L’ensemble Eλ de tous les vecteurs propres associes a λ estun sous-espace de C
 n appele sous-espace propre a λ
 Remarque 2 Un vecteur propre n’est defini qu’a un facteur multiplicatifpres :
 Ax = λx⇔ A(αx) = λ(αx) ∀α 6= 0
 On peut donc choisir α de sorte que ‖x‖ = 1.
 Le theoreme suivant permet d’avoir une regle principale pour calculer lesvaleurs propres et vecteurs propres.
 Theoreme 4 Soit A une matrice carree sur de n elements de C, alors lesproprietes suivantes sont equivalentes :
 7
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8CHAPITRE 2. VECTEURS PROPRES ET VALEURS PROPRES DE MATRICES
 1. un scalaire λ est une valeur propre de A
 2. la matrice M = A− λI est singuliere
 3. le scalaire λ est une racine du polynome de degre n appele polynomecaracteristique de A :
 PA(λ) = det(A− λI)
 Remarque 3 On peut donc deduire grace aux proprietes des polynomes etleurs racines, que le polynome caracteristique de A s’ecrit :
 PA(λ) = (λ− λ1)k1(λ− λ2)
 k2 · · · (λ− λp)kp
 ou les λi sont les p racines distinctes de PA(λ), ki est la multiplicite de laracine λi.
 Remarque 4 Si on se restreint a des matrices d’elements de R et des va-leurs propres dans R, certaines matrices peuvent ne pas avoir de valeurspropres et de vecteurs propres.
 2.2 Diagonalisation des matrices
 2.2.1 Definitions
 Definition 16 Soit A une matrice carre d’ordre n, on dit que la matriceB ∈Mn,n est semblable a A si il existe une matrice S telle que :
 B = S−1AS
 Definition 17 une matrice A est dite diagonalisable s’il existe une matricenon-singuliere P telle que la matrice D = P −1AP soit diagonale, c’est adire si A est semblable a une matrice diagonale D.
 Le theoreme suivant permet de caracteriser les matrices diagonalisables.
 Theoreme 5 Soit A une matrice carree d’ordre n. A est diagonalisable si etseulement si A possede N vecteurs propres lineairement independants. Dansce cas, les elements diagonaux de D sont les valeurs propres correspondantesde A et D = P−1AP ou P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurspropres de A.
 Preuve
 Proposition 2.2.1.1 Les vecteurs propres associes a des valeurs propresdistinctes sont lineairement independant.
 Preuve
 Corollaire 2 Si une matrice A d’ordre n admet n valeurs propres distinctesalors A est diagonalisable
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2.3. ALGORITHME DE DIAGONALISATION 9
 2.3 Algorithme de diagonalisation
 Dans ce paragraphe, un algorithme permettant de determiner les valeurspropres et vecteurs propres d’une matrice A est propose.
 1. Etape 1 - Trouver le polynome caracteristique PA(λ) de A
 2. Etape 2 - Calculer les racines de PA(λ) afin de determiner le spectrede A
 3. Etape 3 - repeter (a) et (b) pour chaque valeur propre λ de A
 (a) Former la matrice M = A− λI
 (b) Trouver une base de l’espace solution du systeme Mx = 0. (lesvecteurs de cette base sont des vecteurs propres lineairementindependants associes a λ
 4. Soit S = {x1, · · · , xm} l’ensemble des vecteurs propres obtenus al’etape precedent. Si m 6= n alors A n’est pas diagonalisable et sim = n alors on pose P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs{x1, · · · , xm} alors :
 D = P−1AP =
 λ1 0 0 00 λ2 0 0
 0 0. . . 0
 0 0 0 λn
 2.4 Diagonalisation des matrices symetriques reelles
 Dans ce paragraphe, le probleme de diagonalisation des matrices symetriquesreelles est considere. En effet, beaucoup de matrices reelles ne sont pas dia-gonalisables car elles peuvent ne pas avoir de valeurs propres reelles.
 Definition 18 On appelle matrice adjointe de A la matrice notee A∗ dontle terme general est :
 a∗i,j = aj,i
 Definition 19 On dit que une matrice est normale si A∗A = AA∗.
 Theoreme 6 A est une matrice normale si et seulement si il existe unematrice unitaire U (i.e U ∗U = I) telle que :
 A = UDU∗
 ou D est la matrice diagonale formee de valeurs propres. Autrement dit, unematrice normale est diagonalisable et les vecteurs propres sont orthogonaux.
 Preuve voir Theodore et Lascaux p 51
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10CHAPITRE 2. VECTEURS PROPRES ET VALEURS PROPRES DE MATRICES
 Theoreme 2.4.0.1 Une matrice hermitienne (i.e telle que A∗ = A) estdiagonalisable. Ses valeurs propres sont reelles et ses vecteurs propres or-thogonaux.
 Corollaire 3 Une matrice symetrique et reelle est diagonalisable. Ses va-leurs propres sont reelles et les vecteurs propres sont orthogonaux
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Chapitre 3
 Applications lineaires
 3.1 Rappels sur les applications
 Definition 20 Soit A et B deux ensembles non vides quelconques. Suppo-sons qu’a un element de A, on fait correspondre un unique element de Balors l’ensemble de ces correspondances forment les applications de A versB. Une application f de A vers B est notee :
 f : A→ B
 On note f(a), l’element de B associe a a par l’application f . f(a) est appelel’image de a par f .
 Soit une application f : A→ B. Si A′ est un sous-ensemble de A alors f(A′)designe l’ensemble des images de A′. Si B′ est un sous-ensemble de B alorsf−1(B′) designe l’ensemble des elements de A dont l’image appartient a B ′ :
 f(A′) = {f(a) : a ∈ A} f−1(B′) = a ∈ A : f(a) ∈ B ′
 f(A′) est appele image de A′ et f−1(B′) image reciproque ou preimage deB′.
 Exemple 1 Quelques exemples d’application :
 1. Soit f : R→ R l’application qui a tout reel x associe son carre :
 x 7→ x2 ou f(x) = x2
 2. Soit la matrice A ∈M2,3 :
 A =
 (
 1 −3 52 4 −1
 )
 11
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12 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINEAIRES
 alors la matrice A determine une application de R3 dans R
 2 definiepar :
 x 7→ Ax = F (x) avec x ∈ R3
 Ainsi si x = (3, 1, 2)t alors F (x) = (−10, 12)t
 Definition 21 Composition de fonctions :Soit deux applications f : A → B et g : B → C. On peut construire uneapplication composee de A→ C definie par :
 a 7→ g(f(a)) = (g ◦ f)(a)
 La composition d’applications est une operation associative.
 Definition 22 1. Une application f : A→ B est injective si deux elementsdistincts de A ont des images distinctes :
 si a 6= a′ ⇒ f(a) 6= f(a′)
 2. Une application f : A → B est surjective si tout element b de B estl’image d’au moins un element de A.
 ∀b ∈ B,∃a ∈ A tel que b = f(a)
 3. Soit A un ensemble quelconque : l’application f : A → A definie parf(a) = a. On appelle cette application l’application identite et elle estnotee 1A.
 4. Soit f : A → B, l’applicationg : B → A est appelee l’inverse de f etnotee f−1 si :
 f ◦ g = 1B g ◦ f = 1A
 Dans ce cas, on dit que f est une application inversible et on peutmontrer que f est inversible si et seulement si f est injective et sur-jective. Ainsi si b ∈ B alors f−1(b) = a ou a est l’unique element deA tel que f(a) = b.
 3.2 Applications lineaires
 Definition 23 Soit E et F deux espaces vectoriels sur un meme corps K.Une application f : E → F est une application lineaire si elle verifie lesdeux conditions suivantes :
 1. ∀x, y ∈ E, f(x + y) = f(x) + f(y)
 2. ∀x ∈ E,∀α ∈ K, f(αx) = αf(x)
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3.2. APPLICATIONS LINEAIRES 13
 Remarque 5 La condition f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) est une autrecondition qui s’obtient en appliquant les deux conditions de linearites. Ellecaracterise completement les applications lineaires et de ce fait et parfoisutilisee en tant que definition.
 Exemple 2 1. Soit A une matrice m× n sur un corps K. A determineune application f : K
 m → Kn par la correspondance x 7→ Ax. On peut
 montrer grace aux proprietes des matrices que f est une applicationlineaire.
 3.2.1 Noyau et Image
 Definition 24 soit f : E → F une application lineaire, l’image de f noteeImf est l’ensemble des vecteurs de F images par f des elements de E :
 Imf = {y ∈ F : f(x) = y,∀x ∈ E}
 le noyau de f note Kerf est l’ensemble des elements de E dont l’image parf est 0U .
 Kerf = {x ∈ E : f(x) = 0}
 Exemple 3
 Theoreme 7 Soit f : E → F une application lineaire de E vers F alorsIm f est un sous-espace de F et Kerf un sous-espace de E.
 Theoreme 8 Supposons que les vecteurs {e(1), · · · , e(n)} engendrent l’es-pace E, alors, les vecteurs {f(e(1)), · · · , f(e(n)) engendrent Im f
 Theoreme 9 On a egalement les equivalences suivantes :
 1. f injective ⇔ Kerf = 0
 2. f surjective ⇔ Imf = F
 Theoreme 10 Soit {e(1), · · · , e(n)} une base de E
 1. f injective ⇒ {f(e(1)), · · · , f(e(n))} forme une base de Im f
 2. f surjective⇒ {f(e(1)), · · · , f(e(n))} engendrent F
 3.2.2 Rang et Nullite
 Rapellons tout d’abord qu’un espace vectoriel E est dit de dimensionfinie n si E admet une base ayant n elements et on note :
 dimE = n
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14 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINEAIRES
 Theoreme 11 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f une ap-plication lineaire de E vers F alors,
 dim E = dim Kerf + dim Im f
 Soit f : E → F une application lineaire, alors le rang de f est la dimensionde son espace image et la nullite de f la dimension de son noyau :
 rang f = dim Im f nullite f = dim Ker f
 Ainsi, l’equation du theoreme precedent peut s’ecrire :
 rang f + nullite f = dim E
 3.2.3 Applications lineaires singulieres
 3.3 Operations sur les applications lineaires
 Les applications lineaires peuvent etre combines de maniere diverses afind’obtenir d’autres applications lineaires.
 Ainsi, si on definit la somme de deux applications lineaires f et g toutdeux definies de E vers F comme etant :
 (f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ E
 et la multiplication par un scalaire comme :
 ∀α ∈ K, x ∈ E, (αf)(x) = αf(x)
 alors on peut enoncer le theoreme suivant :
 Theoreme 12 :Soit E et F deux espaces vectoriels sur un corps K, alors l’ensemble detoutes les applications lineaires de E vers F munies de l’operation d’additionvectorielle et de multiplication par un scalaire forme un espace vectoriel surK.
 De la meme maniere que pour les applications, on peut definir la compositiond’applications lineaires. En effet, si f et g sont deux applications lineairesde sorte que g ◦ f soit definies alors cette derniere est egalement lineaire.
 Par ailleurs, les operations d’additions et de multiplications d’applicationlineaires et la composition sont reliees de la facon suivante :
 Theoreme 13 Soit E,F,G trois espaces vectoriels definis sur K et f, f ′
 deux application lineaires de E vers F et g, g ′ deux applications lineaires deF vers G alors, on a :
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3.3. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES 15
 1. g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′
 2. (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f
 3. α(g ◦ f) = αg ◦ f = g ◦ αf α ∈ K
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Chapitre 4
 Matrices et Applications
 lineaires
 4.1 Representation matricielle d’une application
 lineaire quelconque
 Soit A une application lineaire de E dans F ou E et F sont des espacestels que dim E = m et dim F = n. Soit {e1, · · · , em} et {f1, · · · , fm} desbases arbitraires de E et F . L’expression des images des vecteurs de la baseded E par l’application lineaire est donne par :
 A(e1) = a11f1 + a12f2 + · · ·+ a1nfn
 A(e2) = a21f1 + a22f2 + · · ·+ a2nfn
 ... =...
 A(em) = am1f1 + am2f2 + · · ·+ amnfn
 la matrice notee [A]fe, et obtenue par la transposition des coefficients ci-dessus est appelle la representation matricielle de A relativement a la basee et f :
 [A]fe =
 a11 a21 · · · am1
 a12 a22 · · · am2...
 .... . . · · ·
 a1n a2m · · · amn
 Cette matrice permet d’obtenir les coordonnees dans F de l’image d’unvecteur x ∈ E par la relation suivante :
 ∀x ∈ E, [A]fe[x]e = [A(x)]f
 17
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 Theoreme 14 L’application qui a A associe [A] est une application lineairebijective de l’espace des applications lineaires de E dans F sur l’espace vec-toriel des matrices.
 Remarque 6 Une matrice de reel de dimension m × n a ete identifieea l’application lineaire de R
 n dans Rm definie par x 7→ Ax. Le theoreme
 precedent permet de generaliser cette identification a l’ensemble des appli-cations lineaires d’un espace de dimension finie dans un autre espace dedimension finie. Dans ce cas la matrice est identifiee a l’application quix ∈ E associe [A(x)]f = [A][x]e
 Remarque 7 La bijectivite entre l’espace des matrices et l’espace des ap-plications lineaires peuvent induire un abus de notation entre A et [A]fe.
 La multiplication matricielle a ete definie de facon arbitraire dans les cha-pitres precedents. Cependant, on peut montrer que cette definition est enfait liee a la composition d’applications lineaires.
 Theoreme 15 Soit {ei}, {fi} et {gi} des bases de E, F , et G respective-ment. Soit A : E → F et B : F → G des applications lineaires, alors :
 [B ◦A]ge = [A]gf [A]fe
 4.1.1 Changement de base
 La representation matricielle d’une application depend des bases de Eet F et il est possible d’analyser comment se comporte la representationmatricielle lorsque qu’on change de base.
 Definition 25 Soit la famille {e1, · · · en} une base de E et {e′
 1, · · · e′
 n} uneautre base de E. On a :
 ∀i e′
 i =∑
 j=1n
 pi,jej
 la matrice P de terme general [P ]i,j = pj,i est appele matrice de passage dela base e a la base e
 ′
 Propriete Soit P une matrice de passage d’une base e a la base e′
 , alors P estinversible et P−1 est la matrice de passage de e
 ′
 a e et on a :
 ∀x ∈ E, P [x]e′ = [x]e
 Theoreme 16 Soit P la matrice de passage d’une base {ei} vers une base{e′
 i} et Q la matrice de passage de {fi} vers {f ′
 i} alors pour une applicationlineaire quelconque A de E dans F , on a :
 [A]f′
 e′ = Q−1[A]feP
 En d’autres termes si la matrice A represente une application relativementa des bases donnees la matrice B = Q−1AP represente la meme applicationdans deux autres bases avec P et Q les matrices de passages.
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 4.2 Operateurs lineaires et matrices
 Definition 26 Un operateur lineaire est une application lineaire d’un es-pace vectoriel E vers E. On les appelle egalement endomorphisme de E dansE et on note L(E) l’ensemble de ces operateurs.
 Definition 27 Un operateur lineaire T ∈ L(E) est dit inversible si il existeun operateur note T−1 ∈ L(E) tel que :
 T ◦ T−1 = T−1 ◦ T = I
 Theoreme 17 Soit T un operateur lineaire sur un espace vectoriel E dedimension fini n. Les propositions suivantes sont equivalentes :
 1. T est non singulier i.e Ker T = {0}2. T est injectif
 3. T est surjectif
 4. T est inversible i.e T est bijective.
 Preuve
 4.2.1 Representation matricielle des operateurs lineaires
 La representation matricielle des operateurs lineaires est un cas particu-lier du cas general decrit precedemment. Soit T un operateur lineaire dansE et {ei} une base de E alors de maniere generale, on ecrit :
 T (ei) =∑
 aijej
 est la matrice [T ] associee a l’operateur T est de terme general [T ]i,j = aji.
 Exemple 4 Considerons l’operateur A : R2 → R
 2 qui a (x, y) 7→ (4x −2y, 2x + y) et les bases de R
 2 suivantes :
 S =
 {(
 11
 )
 ,
 (
 −10
 )}
 E : base canonique
 alors :
 [A]S =
 (
 3 −21 2
 )
 [A]E =
 (
 4 −22 1
 )
 Le cas du changement de base reste egalement un cas particulier du casgeneral qui a ete presente precedemment :
 Theoreme 18 Soit P la matrice de passage de la base {e} a la base {e′},alors pour tout operateur lineaire de L(E), on a :
 [T ]e′ = P−1[A]eP
 Theoreme 19 Deux matrices A et B representent le meme operateur lineairesi et seulement si elles sont semblables.
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 4.2.2 Diagonalisation d’operateurs lineaires
 Un operateur lineaire T est dit diagonalisable si T peut etre representepar une matrice diagonale D. Ainsi, T est diagonalisable si il existe une baseE = {ei} telle que :
 ∀i, T (ei) = λiei
 Ainsi T est represente par la matrice D de terme generale Dii = λi relati-vement a la base E = {ei} .
 Les observations precedemment enonces montrent un lien entre la dia-gonalisation entre un operateur lineaire et une matrice. En effet, on peutconsiderer les lambdai comme etant les valeurs propres de T . Ce lien peutetre enonce formellement par le theoreme suivant :
 Theoreme 20 Soit A une representation matricielle de l’operateur lineaireT . T est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
 Par consequent, la diagonalisation d’un operateur equivaut a diagonaliserune de ces representations matricielles.
 Exemple 5 Diagonalisation d’operateurs lineaires :
 1. Soit E l’espace vectoriel des fonctions reelles engendres par {ea1t, · · · eant,et soit D l’operateur de differentiation, on peut montrer que ces fonc-tions sont des fonctions propres de D associes aux valeurs propres ak
 2. Soit S un systeme lineaire defini par sa reponse impulsionelle h(t) quia un signal x(t) associe y(t) = h(t) ∗ x(t). Soit E l’espace vectorielreelles engendres par {ei2π n
 Tt}. Ces fonctions sont vecteurs propres de
 S associes aux valeurs propres H(n/T ) ou H est la transformee deFourier de h(t).
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Chapitre 5
 Resolution d’un systeme
 lineaire : methodes directes
 5.1 Introduction
 Les problemes de resolution de systeme lineaire est un probleme clas-sique en science et en ingenierie. Beaucoup de problemes physiques necessitela resolution d’un systeme lineaire (par exemple, un probleme electriqueavec loi de Kirchoff ou alors un probleme de dispersion de la chaleur dansune barre). Nous allons dans ce chapitre faire le lien entre les applicationslineaires, les matrices et les methodes de resolution d’un systeme lineaires.
 5.2 Rang d’une matrice
 Definition 28 Soit A ∈ Mpn(R). Le rang de A est egal au nombre maxi-mum de colonnes de A lineairement independant et on le note :
 rang A
 Le rang de A est donc aussi egal a la dimension de l’image de toute appli-cation lineaire represente par A.
 Propriete– rang A = rang At
 – si A ∈ Mpn(R) alors rang A ≤ inf(n,p)– i A ∈Mnn(R) alors A inversible ⇔ rang A = n
 Definition 29 Soit A ∈ Mpn(R), on appelle matrice extraite de A unematrice pbtenue par selection de lignes et de colonnes. Par exemple si I etJ respectivement un sous-ensemble de {1, · · · p} et {1, · · · n}, on peut definirune matrice extraite B de A comme :
 B = {ai,j}i∈I,j∈J
 21
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22CHAPITRE 5. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE : METHODES DIRECTES
 Theoreme 21 Soit A ∈Mpn(R) une matrice de rang r alors,
 – le rang de toute matrice extraite de A est inferieur ou egal a r– toute matrice carree inversible extraite de A est d’ordre inferieur ou
 egal a r– il existe une matrice carree extraite de A d’ordre r qui est inversible.
 5.3 Systemes lineaires
 Definition 30 On appelle systeme de p equations lineaires a n inconnuesx1, x2, · · · , xn une famille d’equations qui peut s’ecrire sous la forme matri-cielle suivante :
 Ax = b
 ou A ∈Mpn(R) est une matrice donnee et b ∈ Rp
 Si b = 0, on dit que le systeme est homogene. Dans le cas ou p < n, ondit que le systeme est sous-determine et dans le cas ou n < p on parle d’unsysteme sur-determine.
 Theoreme 22 Si b appartient a l’espace engendre par les colonnes de Aalors le systeme Ax = b admet au moins une solution.
 Theoreme 23 Une condition suffisante pour que le systeme Ax = b ad-mette au moins une solution est que les colonnes de A soient generatricesde R
 p, autrement dit, A doit etre surjective ou rang A = p.
 Corollaire 4 Soit A ∈Mnn(R) une matrice carree, une condition necessaireet suffisante pour que le systeme Ax = b est que det(A) 6= 0 (ce qui estequivalent a A inversible, ou A bijectif, ou rang A = n). On parle alors d’unsysteme de Cramer et la solution s’obtient par x = A−1b
 5.4 Resolution d’un systeme triangulaire superieur
 Considerons le probleme de resolution d’un systeme lineaire lorsque A ∈Mnn(R) une matrice carree et A de la forme triangulaire superieure ie :
 aij = 0 ∀i > j
 Dans ce cas, on parle d’un systeme triangulaire superieur.
 Remarque 8 Le cas des systemes triangulaires inferieures n’est pas traiteici mais la technique de resolution est identique a celle abordee ici.
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 Le systeme d’equation Ax = b a la forme suivante :
 a11x1 a12x2 a13x3 · · · a1nxn = b1
 a22x2 a23x3 · · · a2nxn = b2... =
 ...annxn = bn
 Theoreme 24 Soit le systeme triangulaire superieur Ax = b ou A ∈Mnn(R)et b ∈ Rn. Si :
 akk 6= 0 ∀k ∈ [1, n]
 alors le systeme admet une solution unique et cette solution x∗ est telle que :
 x∗k =
 bk −∑n
 j=k+1 akjx∗j
 akk
 k ∈ {n, · · · , 1}
 5.5 Methode de Gauss
 Soit A ∈ Mnn(R) une matrice carree et b ∈ Rn. On cherche x∗ solution
 du systeme lineaire :
 Ax = b
 Le corollaire 4 donne l’equation de la solution qui necessite le calcul del’inverse de A. Nous decrivons dans ce paragraphe une methode simple etefficace permettant de resoudre le probleme sans avoir a calculer explicite-ment l’inverse de A.
 La methode consiste a construire un systeme equivalent plus facile a resoudre(une matrice triangulaire superieure par exemple). Deux systemes lineairesdefinis par deux matrices A et U appartenant aMnn sont dit equivalents sileurs solutions sont identiques.
 Les transformations elementaires suivantes appliquees a un systeme lineaireengendre un systeme lineaire equivalent :
 1. une equation peut etre remplacee par cette meme equation auquelleon ajoute ou retranche un certain nombre de fois une autre ligne.
 2. multiplication d’une equation par une constante non nulle
 3. permutation de deux lignes ou de deux colonnes.
 La representation d’un systeme lineaire peut se faire a travers une matricede dimension n × n + 1 appele matrice augmentee. La matrice augmentee
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24CHAPITRE 5. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE : METHODES DIRECTES
 est notee [A|B] et a pour forme generale :
 a11 a12 · · · a1n | b1
 a21 a22 · · · a2n | b2
 · · · · · · . . .... | ...
 an1 an2 · · · ann | bn
 La resolution du systeme lineaire ayant pour matrice augmentee [A|B] peutse resoudre en appliquant des transformations elementaires permettant d’ob-tenir un systeme equivalent.
 L’objectif de l’algorithme de Gauss est de construire un systeme trian-gulaire superieur equivalent en mettant a 0 au fur et a mesure les termes endessous de la diagonale.
 Definition 31 On appelle pivot l’element akk de la matrice A utilisee pourmettre a zero les termes ajk, j > k. La ligne k est alors appele ligne pivot.
 Theoreme 25 Soit un systeme lineaire definie par une matrice A d’ordren et b ∈ R
 n. Si A est non-singulier alors , il existe une matrice U d’ordren triangulaire superieure et y ∈ R
 n tel que Ux = y soit equivalent Ax = b.La resolution du systeme Ax = b se fait ensuite par resolution du systemetriangulaire superieur.
 PreuveConstruisons la matrice augmentee [A(1)|B(1)] = [A|B]
 a(1)11 a
 (1)12 · · · a
 (1)1n | b
 (1)1
 a(1)21 a
 (1)22 · · · a
 (1)2n | b
 (1)2
 · · · · · · . . .... |
 ...
 a(1)n1 a
 (1)n2 · · · a
 (1)nn | b
 (1)n
 l’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a ete stockee a la location i, jdonnee. La premiere etape de l’algorithme de Gauss est de mettre a zerol’ensemble des coefficients sur la premiere colonne en dessous de la diagonale. Celas’obtient si a11 est non nulle en realisant la transformation suivante sur la lignei > 1 :
 a(2)ij ← a
 (1)ij −
 ai1
 a11a(1)1j j ∈ [1, n + 1]
 Ainsi, on obtient le systeme equivalent suivant :
 a(1)11 a
 (1)12 · · · a
 (1)1n | b
 (1)1
 0 a(2)22 · · · a
 (2)2n | b
 (2)2
 · · · · · · . . .... |
 ...
 0 a(2)n2 · · · a
 (2)nn | b
 (2)n
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 Les etapes suivantes consistent a faire de meme sur les colonnes suivantes.Ainsi,l’etape k consiste a eliminer l’inconnu xk dans les equations k + 1, · · ·n. Ceciconduit aux formules suivantes definies pour les lignes i = k + 1, · · · , n en
 supposant que a(k)6=0kk :
 ak+1ij ← ak
 ij −a(k)ik
 a(k)kk
 a(k)kj j ∈ [k, n + 1]
 a la derniere etape k = n, on obtient le systeme equivalent suivant :
 a(1)11 a
 (1)12 · · · a
 (1)1n | b
 (1)1
 0 a(2)22 · · · a
 (2)2n | b
 (2)2
 · · · · · · . . .... |
 ...
 0 0 a(n−1)n−1,n−1 a
 (n−1)n−1,n | b
 (n−1)n−1
 0 · · · 0 a(n)nn | b
 (n)n
 la matrice U est donc definie comme etant la matrice A(k) et y le vecteur b(k)
 Remarque 9
 – La ligne i de la matrice [A(k)|b(k)] n’est plus modifiee par l’algorithmedes lors que i ≤ k.
 – A l’etape k, on pratique l’elimination sur une matrice de taille n−k+1lignes et n− k + 2 colonnes.
 Remarque 10 Comment eviter un pivot nul ?
 Si lors de l’algorihtme de Gauss, l’element a(k)kk a l’etape k est nul alors la
 ligne k ne peut pas etre utilisee comme ligne pivot. Dans ce cas, la strategie
 est de chercher une ligne j > k telle que a(k)jk soit non nulle. Si une telle
 ligne existe, alors on permute la ligne j et k sinon le systeme n’admet pasde solution car le systeme est singulier.
 Remarque 11 Comment minimiser les erreurs d’arrondis ?Choisir le plus grand pivot en valeur absolue.
 5.6 Methodes LU
 5.6.1 Principes
 La premiere phase de la methode de Gauss consiste a transformer lesysteme Ax = b en un systeme triangulaire Ux = y avec U une matrice tri-angulaire superieure. Supposons qu’aucune permutation n’ait ete effectuee,on peut alors montrer que U et y ont ete obtenues a partir de A et b en lesmultipliant par une meme matrice R triangulaire et inversible, ie :
 U = RA y = Rb
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 on a donc A = R−1U . Et si on pose L = R−1 et U = R, on peut doncdecomposer A en un produit de matrice triangulaire inferieure L (L pourLower) et une matrice triangulaire superieure U (U pour Upper). La methodede Gauss appartient donc a la classe des methodes LU.Elles consistent a obtenir une decomposition de A du type LU et a resoudrele systeme triangulaire Ly = b puis ensuite le systeme triangulaire Ux = y(L et U etant suppose inversibles) :
 Ax = b
 LUx = b
 Ly = b avec y = Ux
 5.6.2 Decomposition LU
 Definition 32 Une matrice non-singuliere A admet une factorisation trian-gulaire si il existe une matrice L et U respectivement triangulaire inferieureet triangulaire superieure telles que :
 A = LU
 Theoreme 26 Soit le systeme lineaire Ax = b si au cours de l’eliminationde Gauss de la matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe L et U res-pectivement matrice triangulaire inferieure et triangulaire superieure telleque :
 A = LU
 si de plus on impose Lkk = 1 alors la factorisation est unique.
 La matrice U s’obtient naturellement en applicant la methode de Gausstandis que la matrice L s’ecrit de la facon suivante :
 L =
 1 0 · · · 0 0`21 1 · · · 0 0
 `31 `32. . . 0 0
 ... · · · . . . 1 0`n1 `n2 · · · `n,n−1 1
 ou pour i > 1 un `i,k =a(k)ik
 a(k)kk
 .
 Ainsi, comme on peut le constater par rapport a la formule generale d’eli-mination de Gauss, la matrice L est composee des facteurs multiplicatifspermettant de mettre a zero les elements sous le pivot.
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 L’hypothese du theoreme precedent est trop forte pour pouvoir etre ap-pliquee a une large classe de systeme lineaire, car il existe des problemessimples pour laquelle un des pivots est nul. Le theoreme suivant permetd’etendre la factorisation LU a un cadre plus generale.
 Theoreme 27 Soit A une matrice carree d’ordre n non-singuliere, alors ilexiste une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient nonnulles. Ainsi, il existe deux matrices L et U telles que PA = LU .
 Le systeme lineaire Ax = b est equivalent au systeme PAx = Pb et laresolution du systeme se fait selon les etapes suivantes :
 1. construire U , L, et P
 2. calculer Pb
 3. resoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inferieur)
 4. resoudre Ux = y (systeme triangulaire superieur)
 5.7 Algorithmes
 5.7.1 Methode de Gauss : Triangularisation du systeme
 pour k = 1 a n− 1pivot ← akk (strategie de pivot)si pivot 6= 0 alors
 pour i = k + 1 a nbi ← bi − aik
 pivotbk
 pour j = k a n
 aij ← aij − aik
 pivotakj
 finpourfinpour
 sinon “probleme”finsi
 finpour
 5.7.2 Resolution d’un systeme triangulaire superieur
 xn = bn
 ann
 pour i = n− 1 a 1somme ← bi
 pour j = i + 1 a n
 somme ← somme - aijxj
 finpourxi ← somme
 aii
 finpour
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 5.7.3 Resolution d’un systeme triangulaire inferieur
 x1 = b1a11
 pour i = 2 a nsomme ← bi
 pour j = 1 a i− 1
 somme ← somme - aijxj
 finpourxi ← somme
 aii
 finpour
 5.7.4 Decomposition LU
 pour k = 1 a n− 1pivot ← akk (strategie de pivot)si pivot 6= 0 alors
 `kk = 1pour i = k + 1 a n
 `ik = aik
 pivot
 pour i = k + 1 a n
 aij ← aij − `ikakj
 finpourfinpour
 sinon “probleme”finsi
 finpourU ← A
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Chapitre 6
 Resolution d’un systeme
 lineaire : methodes directes
 II
 6.1 Introduction
 Parmi les systemes lineaires auxquels les ingenieurs sont confrontes lorsde la resolution d’un probleme physique, certains presentent des proprietesparticulieres. Par exemple, les matrices associees a ces systemes peuventetre : symetrique, a bande, etc ... L’objectif de ce chapitre est d’etudierla resolution de systeme lineaire pour lequel la matrice associee est definiepositive
 6.2 Definitions et proprietes des matrices definies
 positives
 Definition 33 Matrice symetriqueSoit A une matrice carree d’ordre n. On dit que A est symetrique si A = At.
 Definition 34 Matrice definie positiveSoit A une matrice carree d’ordre n. On dit que A est definie positive si elleverifie la condition suivante :
 ∀x ∈ Rn et x 6= 0, xtAx > 0
 Remarque 12 le terme xtAx peut etre interprete comme etant le produitscalairen dans R
 n entre l’image de x par l’appplication lineaire associee a Aet x.
 Propriete si une matrice carree A d’ordre n est symetrique definie positivealors :
 29
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30CHAPITRE 6. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE : METHODES DIRECTES II
 – aii > 0– a2
 ij < aiiajj ∀i 6= j– maxj,k |ajk | ≤ maxi |aii|
 Theoreme 28 si une matrice carree A d’ordre n est definie positive alorselle est inversible.
 Corollaire 5 si une matrice carree A d’ordre n est definie positive, alorsle systeme lineaire Ax = b ou x et b appartiennent a R
 n admet une solutionunique.
 Theoreme 29 Soit M une matrice carre reel d’ordre n et non-singuliere,alors la matrice A = MM t est symetrique definie positive.
 Preuve
 Ce dernier theoreme facilite la construction de matrice definie positive.
 Exemple 6
 • soit M =
 (
 1 23 4
 )
 alors comme det M = −2, la matrice A = MM t
 est definie positive avec A =
 (
 5 1111 25
 )
 • Soit
 M =
 1 0 01 1 01 1 1
 alors la matrice
 A = MM t =
 1 1 11 2 21 2 3
 est definie positive
 Le theoreme qui suit est un resultat important dans la mesure ou ellecaracterise les matrices definies positives.
 Theoreme 30 Factorisation de Choleski :Soit A une matrice carre d’ordre n symetri quedefinie positive alors, A peutse decomposer de maniere unique en :
 A = GGt
 ou G est une matrice triangulaire inferieure avec des elements diagonauxpositifs.
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6.3. ALGORITHME DE DECOMPOSITION DE CHOLESKI 31
 Ainsi ce theoreme permet de deduire que la methode de construction de ma-trice symetrique definie positive (theoreme 29) engendre en fait l’ensembledes matrices symetriques definies positives.
 L’utilite de la decomposition de Choleski reside dans le fait que G etGt sont respectivement des matrices triangulaire inferieure et triangulairesuperieure. Ainsi si A est une matrice symetrique definie positive alors lesysteme Ax = b peut etre decompose en GGtx = b et ce systeme peutse resoudre efficacement en resolvant les systemes triangulaires Gy = b etGtx = y.La decomposition de Choleski peut donc etre assimile a une decompositionLU et ressembel a une methode de Gauss.
 6.3 Algorithme de decomposition de Choleski
 Avant de decrire l’algorithme de decomposition, nous allons etudier ladecomposition A = GGt. Ainsi, si on suppose que A est definie positive alorson a A = GGt soit :
 a11 a12 · · · a1n
 a21 a22 · · · a2n
 ......
 . . ....
 an1 an2 · · · ann
 =
 g11 0 0 0g21 g22 0 0...
 .... . .
 ...gn1 gn2 · · · gnn
 g11 g21 · · · gn1
 0 g22 · · · gn2...
 .... . .
 ...0 0 · · · gnn
 En remarquant que aij est le produit de la colonne ligne i de G et la colonnej de Gt alors on a :
 ai1 =
 n∑
 k=1
 gikgtk1 =
 n∑
 k=1
 gikg1k = gi1g11 + gi2g12 + · · · ging1n = gi1g11
 En particulier si i = 1, on a g11 =√
 a11 ( g11 est bien positif). La connais-sance de g11 permet de calculer les gi1 car :
 gi1 =ai1
 g11
 Si on raisonne de la meme maniere pour la deuxieme colonne de G, on a :
 ai2 =
 n∑
 k=1
 gikg2k = gi1g21 + gi2g22
 et si on prend i = 2 alors a22 = g221 + g2
 22. La seule inconnue dans cetteequation etant g22, on obtient :
 g22 =√
 a22 − g221
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32CHAPITRE 6. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE : METHODES DIRECTES II
 et une fois que g22 est connue, on a :
 gi2 =ai2 − gi1g21
 g22i = 3, · · · , n
 Nous pouvons maintenant generaliser la procedure au calcul de la colonne jen supposant que les premieres j − 1 colonnes ont deja ete calculees. Ainsi :
 aij = gi1gj1 + gi2gj2 + · · ·+ gikgjk + · · · + gijgjj
 et seul les elements gij et gjj sont inconnus. Si on pose i = j, on a donc :
 gjj =
 √
 √
 √
 √ajj −j−1∑
 k=1
 g2jk (6.1)
 et par consequent :
 gij =aij −
 ∑j−1k=1 gikgjk
 gjji = j + 1, · · · , n (6.2)
 Ces deux dernieres equations decrivent completement l’algorithme de decompositionde Choleski.
 Remarque 13
 – L’unicite de la decomposition s’obtient par la contrainte gjj > 0.– L’algorithme de decomposition sert egalement de test de symetrique
 definie positivite d’une matrice car les theoremes (29) et (30) demontrel’equivalence entre la symetrie definie positivite et la decompositionenn GGt.
 – Si on compare les couts de l’algorithme de Gauss et la methode deCholeski, on a :– Gauss :(n3−n)/3 additions, (n3−n)/3 multiplications et (n(n−1)/2
 divisions, soit un cout de l’ordre de 2n3/3– Choleski : ≈ n3/6 additions, ≈ n3/6 multiplications , ≈ n2/2 divi-
 sions et n extraction de racines soit un cout de l’ordre de n3/3.
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 6.3.1 Decomposition de Choleski
 pour i = 1 a n
 somme←0
 pour j=1 a i-1somme ← somme + g2
 ij
 finpour
 s ← aii - somme
 si s ≤ 0 alors “arret car A n’est pas definie positif
 sinongii ←
 √s
 pour j=i+1 a nsomme = 0pour k= 1 a i-1
 somme ← somme + gikgjk
 finpourgji ← aij−somme
 gii
 finpour
 finsi
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Chapitre 7
 Resolution d’un systeme
 lineaire : methodes iteratives
 7.1 Introduction
 Les methodes directes de resolution de systemes lineaires fournissent unesolution x au probleme Ax = b en un nombre fini d’operations. Si l’ordren de la matrice A est elevee, le nombre d’operations est eleve et de plus, leresultat obtenu n’est pas rigoureusement exact.
 Par ailleurs, il existe des cas ou les structures du systeme lineaire nesont tires a profit par les methodes directes. C’est par exemple le cas dessystemes ou la matrice A est tres creuse.
 C’est la raison pour laquelle, dans ce cas, on prefere utiliser des methodesiteratives. L’objectif est de construire une suite de vecteurs {x(k)}k=1···n quitend vers un vecteur x, solution exacte du probleme Ax = b. Souvent, onpart d’une approximation {x(0)} de x obtenue en general par une methodedirecte.
 7.2 Les methodes iteratives
 L’objectif est de resoudre un systeme de type Ax = b. Pour cela, nousallons decomposer la matrice A en :
 A = M −N
 de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systeme devient :
 Mx = Nx + b
 et nous cherchons par recurrence une suite de vecteur x(i) obtenu a partird’un vecteur x(0) et de la relation :
 Mxk+1 = Nxk + b
 35
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 c’est a direxk+1 = M−1Nxk + M−1b
 Cette relation est une relation de recurrence du premier ordre. Nous pouvonsen deduire une relation reliant e(k) = x(k) − x a e(k−1) = x(k−1) − x :
 M(x(k) − x) = N(x(k−1) − x)
 puisque Mx = Nx + b et donc e(k) = M−1Ne(k−1) pour k = 1, 2, · · ·
 Si on pose B = M−1N , nous avons alors :
 e(k) = B(k)e(0)
 La convergence de la suite x(k) vers la solution x est donnee par le theoremesuivant :Le choix de la decomposition de A devra respecter les directives suivantes :
 – ρ(M−1N) doit etre strictement inferieur a 1– La resolution de Mxk = Nxk−1 + b doit etre simple et necessiter le
 moins d’operations possibles.– Pour obtenir la meilleure convergence, ρ(M−1N) doit etre le plus petit
 possible.On voit que la convergence depend de la decomposition. Nous allons decrireles principales decompositions utilisees. On ecrit A sous la forme :
 A = D + E + F
 avec D la matrice diagonale suivante :
 D =
 a11 0 . . .... a22 0
 0. . .
 ...0 0 0 ann
 E la matrice triangulaire inferieure suivante :
 E =
 0 0 . . .a2,1 0 0...
 . . ....
 an,1 . . . an,n−1 0
 F la matrice triangulaire superieure suivante :
 F =
 0 a1,2 . . . a1,n
 ... 0. . .
 ...
 0. . . an−1,n
 0 0 0 0
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 Nous obtiendrons donc la decomposition A = M −N a partir de differentstypes de regroupement de ces matrices D, E, F .
 7.2.1 La methode de Jacobi
 On pose :M = D N = −(E + F )
 ainsi, B = M−1N = D−1(−E − F ), ce qui implique :
 xk+1 = D−1(−E − F )xk + D−1b
 et si on exprime cette relation en fonction des elements de la matrice A,nous avons :
 x(k+1)i = −
 n∑
 j=1,j 6=i
 aij
 aiix
 (k)j +
 bi
 aii, pour i = 1, · · · n
 7.2.2 La methode de Gauss-Seidel
 Cette methode utilise M = D+E et N = −F . D’ou B = −(D+E)−1F .Alors, on a :
 xk+1 = −(D + E)−1Fxk + (D + E)−1b
 Le calcul de l’inverse de D + E peut etre evite. Si on ecrit (D + E)xk+1 =−Fxk + b, on obtient :
 i∑
 j=1
 aijx(k+1)j = −
 n∑
 j=i+1
 aijx(k)j + bi
 d’ou
 x(k+1)i = − 1
 aii
 i−1∑
 j=1
 aijx(k+1)j − 1
 aii
 n∑
 j=i+1
 aijx(k)j +
 bi
 aii
 pour i = 1 · · · n.
 7.2.3 La methode de relaxation
 On se pose un parametre w ∈]0, 2[, appele facteur de relaxation, et onpose :
 M =D
 w+ E N =
 (
 1− w
 w
 )
 D − F
 et par consequent :
 (
 D
 w+ E
 )
 x(k+1) =
 (
 1− w
 wD − F
 )
 x(k) + b
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 d’ou
 x(k+1)i = (1− w)x(k) +
 w
 aii
 −i−1∑
 j=1
 aijx(k+1)j −
 n∑
 j=i+1
 aijx(k)j + bi
 pour i = 1 · · ·n. Comme on peut le constater, la methode de Gauss-Seidelcorrespond a la methode de relaxation pour w = 1
 7.3 Convergence des methodes iteratives
 Comme la convergence des methodes iteratives depend fortement durayon spectral de A, nous allons commencer par etudier les proprietes decertaines matrices et la localisation de leur valeurs propres.
 Definition 7.3.0.1 Soit A une matrice avec A ∈ Mm,n(R). Etant donneeune norme vectorielle sur R
 n, on definit la norme matrice induite (ou su-bordonnee), une norme matricielle definie par :
 ‖A‖ = maxx∈Rnx6=0
 ‖Ax‖‖x‖
 Propriete Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soitcompatible alors on a :
 ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖pour toute norme induite
 Theoreme 31 Theoreme de Gerschgorin-HadamardLes valeurs propres du matrice A appartiennent a l’union des n disques Dk
 pour k = 1, · · · n du plan complexe (λ ∈ ∪nk=1Dk ou Dk, appele, disque de
 Gerschgorin, est defini par :
 |z − akk| ≤n∑
 j=1,j 6=k
 |akj |
 7.3.1 Cas general
 Considerons une methode iterative definie comme :{
 x0
 x(k+1) = Cx(k) + d
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 Theoreme 32 Soit A une matrice d’ordre n, pour que limk→∞ Ak = 0, ilfaut et il suffit que ρ(A) < 1.
 Theoreme 33 Si il existe une norme induite telle que ‖C‖ < 1 alors lamethode iterative decrite ci-dessus est convergente quelque soit x(o) et elleconverge vers la solution de :
 (I − C)x = d
 Theoreme 34 Une condition necessaire et suffisante de convergence de lamethode ci-dessus est que :
 ρ(C) < 1
 La condition de convergence donnee par le rayon spectral n’est pas dependantde la norme induite, cependant d’un point de vue pratique, elle est peut utilecar le calcul du rayon spectral peut etre difficile.
 7.3.2 Cas des matrices a diagonale strictement dominante
 Definition 7.3.2.1 Une matrice est dite a diagonale dominante si :
 ∀i, 1 ≤ i ≤ n, |aii| ≥n∑
 j=1,j 6=i
 |aij |
 et elle est dite a diagonale strictement dominante si :
 ∀i, 1 ≤ i ≤ n, |aii| >n∑
 j=1,j 6=i
 |aij |
 Theoreme 35 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante,alors A est inversible et en outre, les methodes de Jacobi et de Gauss-Seidelconvergent.
 Preuve Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre queA est inversible en demontrant que 0 n’est pas valeur propre (ie Ker A = 0).Posons B = M−1N et soit λ et v tel que Bv = λv avec v 6= 0. Puisque l’ons’interesse a ρ(B) et on aimerait que ρ(B) < 1, on s’interesse en fait a la plusgrande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer queλ 6= 0. L’equation Bv = λv devient :
 (
 M − 1
 λN
 )
 v = 0
 1. Jacobi : l’equation devient
 (
 D +1
 λE +
 1
 λF
 )
 v = 0
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 soit C = D + 1λE + 1
 λF . Si |λ| ≥ 1, on aurait :
 |cii| = |aii| >∑
 j 6=i
 |aij | ≥∑
 j 6=i
 ∣
 ∣
 ∣
 aij
 λ
 ∣
 ∣
 ∣ =∑
 j 6=i
 |cij |
 donc C serait a diagonale strictement dominante et par consequentinversible. C inversible implique que Cv = 0⇒ v = 0. Or v 6= 0, d’ou lacontradiction et donc |λ| < 1.
 2. Gauss-Seidel : l’equation devient
 (
 D + E +1
 λF
 )
 v = 0
 et en posant encore C = D + E + 1λF , et en supposant que |λ| ≥ 1, on a :
 |cii| = |aii| >∑
 j 6=i
 |aij | ≥∑
 j<i
 |aij |+∑
 j>i
 ∣
 ∣
 ∣
 aij
 λ
 ∣
 ∣
 ∣ =∑
 j 6=i
 |cij |
 et on obtient le meme type de contradiction.
 7.3.3 Cas des matrices symetriques definies positives
 Pour le cas des matrices reelles symetriques definies positives, le theoremesuivant est verifie :
 Theoreme 36 Si A est une matrice symetrique definie positive, alors lamethode de Gauss-Seidel et de relaxation pour (w ∈]0, 2[) convergent.
 La convergence de la methode est d’autant plus rapide que ρ(M (−1)N) estpetit. Or cette matrice B = M (−1)N depende de w. Une etude theoriquedes valeurs propres de B montre que l’allure de la courbe ρ(B) en fonctionde B est decroissant entre 0 et wopt et croissant entre wopt et 2. Par ailleurs,on a toujours 1 < wopt < 2. On a interet a choisir w le plus proche possiblede wopt.
 7.4 La methode de correction
 Soit un vecteur residu en x defini comme :
 r(x) = b−Ax
 et {r(k)} le residu en {x(k)} (le residu de x etant nul). On appelle egalementl’erreur en k le vecteur :
 e(k) = x(k) − x
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 Si on possede une approximation {x(0)} de x, la relation suivante est verifiee :
 Ae(0) = A(x(0) − x) = Ax(0) − b = −r(0)
 ce qui signifie que e(0) est la solution du systeme Ax = −r(0) et theoriquement,on a x = x(0) − e(0). Pratiquement, en appliquant au systeme Ax = −r(0)
 la methode directe qui nous a fourni x(0), on n’obtient pas directement e(0),mais une approximation y(0) de e(0).
 Si on pose x(1) = x(0) − y(0), x(1) est une nouvelle approximation de x,et en iterant les calculs precedents, on obtient :
 Ae(1) = A(x(1) − x) = Ax(1) − b = −r(1)
 la resolution du systeme Ax = −r(1) donnera une approximation y(1) dee(1), et une nouvelle approximation x(2) de x :
 x(2) = x(1) − y(1) = x(0) − y(0) − y(1)
 Ces calculs peuvent etre iterer autant de fois que necessaire, pour s’arreterlorque le residu est suffisament petit. A la kieme iteration, les relationssuivantes sont verifiees :
 y(k−1) : approximation de e(k−1)
 et,
 x(k) = x(k−1) − y(k−1) = x(0) −k−1∑
 i=0
 y(i)
 avec y(i) une approximation de e(i), solution de Ax = −r(i) et i = 1 · · · k−1.
 Si nous arretons lorsque k = N , il est necessaire de resoudre N + 1systemes lineaires : d’abord Ax = b, pour obtenir x(0) puis Ax = −r(i) pouri = 0 · · ·N − 1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A decomposee (en LUou Choleski), il s’agit donc de resoudre les systemes LUx = −r(i) ou r(i) aete calcule par la relation r(i) = b−Ax(i).
 Il s’avere en general qu’une seule iteration suffit pour ameliorer la solu-tion et que les iterations suivantes ne donnent aucun gain supplementairede precision.
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Chapitre 8
 Approximation au sens des
 moindres carrees
 8.1 Introduction
 Supposons que l’on veuille resoudre le probleme lineaire suivant :
 a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
 a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2... =
 ...ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn = bp
 ou il s’agit de determiner x connaissant les aij et les bi. En general, onsuppose que p est grand devant n, et on se retrouve donc dans le cas d’unsysteme surdetermine.Ce genre de probleme intervient lorsque l’on cherche a modeliser par exempleun systeme physique, et pour cette raison, les coefficients aij et bi sontsouvent des resultats d’experiences ou de mesures, pouvant etre entachesd’erreurs.
 La mise sous forme matricielle du probleme donne :
 Ax = b
 ou A ∈Mp,n, b ∈ Rp et x ∈ R
 n. Une condition d’existence d’une solution xest que b appartiennent a ImA. Cependant, cette condition n’est pas toujoursverifiee et dans ce cas, l’objectif est de trouver une solution x qui verifie aumieux le systeme Ax = b. Ainsi, on introduit le vecteur r(x) :
 r(x) = Ax− b
 appele le residu de x. Il s’agit donc de trouver une solution x qui rendele residu le plus petit possible. Comme x ∈ R
 n, la notion de “plus petitpossible” doit etre associee a une norme ‖·‖p. Dans le cas qui nous interesse,
 43
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44CHAPITRE 8. APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARREES
 la norme utilisee est la norme euclidienne ‖x‖ =√
 ∑
 i x2i et par consequent,
 on definit le probleme des moindres carrees de la facon suivante.
 Definition 8.1.0.1 Soit A ∈ Mp,net b ∈ Rp donnees avec p ≥ n. On ap-
 pelle probleme de moindres carrees le probleme :
 minx∈Rn
 ‖Ax− b‖2
 8.2 Minimisation de fonctions quadratiques
 Nous allons aborder dans ce paragraphe une methode analytique per-mettant de calculer la solution du probleme des moindres carrees.
 La norme E(x) du residu r(x) peut s’ecrire comme :
 E(x) = ‖r(x)‖2 = ‖Ax− b‖2 = (Ax− b)t(Ax− b)
 = xtAtAx− 2(Atb)tx + ‖b‖2
 Le probleme des moindres carrees peut donc se reformuler en :
 minx∈Rn
 xtGx− 2htx
 avec G = AtA et h = Atb
 Definition 8.2.0.2 On appelle fonction quadratique une fonction f : Rn →
 R de la forme :
 f(x) = xtGx− 2htx
 ou G est une matrice de Mn,n symetrique et h un vecteur donne de Rn
 La resolution d’un probleme de moindre carree necessite donc la mini-misation d’une fonction quadratique. La theorie de la minimisation montreque les conditions necessaires pour x soit le vecteur minimisant f :
 f(x) ≤ f(x) ∀x ∈ Rn et ∇xf(x) = 0
 ou le gradient ∇xf = [ ∂f∂x1
 , ∂f∂x2
 , · · · , ∂f∂xn
 ]t
 Lemme 1 Soit u(x) et v(x) les fonctions de Rn → R suivantes, u(x) =
 xtBx et v(x) = htx alors on a :
 ∇xu = (B + Bt)x et ∇xv = h
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 Theoreme 37 Une condition necessaire pour qu’un vecteur x soit solutiondu probleme de minimisation des moindres carrees et que :
 AtAx = Atb
 On appelle cette equation, l’equation normale du probleme des moindrescarrees.
 Theoreme 38 Si A une matrice deMpn est une matrice telle que RangA =n alors le probleme des moindres carrees admet une solution unique x veri-fiant :
 AtAx = Atb
 Preuve Etapes :
 1. RangA = n implique que G est definie positive (donc inversible),
 2. le systeme AtAx = Atb admet donc une unique solution x,
 3. x est un minimum de xtAtAx− 2(Atb)tx.
 8.3 Le probleme des moindres carrees comme un
 probleme de projection
 8.3.1 Projection orthogonale
 Theoreme 39 Dans tout espace euclidien de dimension finie, il existe unebase orthonormee.
 Theoreme 40 Soit E un espace euclidien et S un sous-espace vectoriel deE, alors il existe un sous-espace vectoriel de E, note S⊥, appele orthogonalde S tel que :
 E = S ⊕ S⊥ ⇔ ∀x ∈ E,∃!y ∈ S, z ∈ S⊥, tel que x = y + z
 etytz = 0, ∀y ∈ S, z ∈ S⊥
 Corollaire 6 soit x ∈ E alors il existe un unique x ∈ S tel que
 x− x ∈ S⊥
 le vecteur x etant appele la projection orthogonale de x sur S.
 Theoreme 41 Etant donne S un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-dien E, et y ∈ E, alors le probleme :
 minx∈S‖x− y‖2
 admet pour solution y la projection orthogonale de y sur S.
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 Preuve
 On a :
 ‖x− y‖2 = ‖x− y − (y − y)‖2
 = ‖x− y‖2 + ‖y − y‖2 − 〈x− y, y − y〉= ‖x− y‖2 + ‖y − y‖2
 puisque x− y ∈ S et y − y ∈ S⊥ donc ‖x− y‖2 est minimal pour x = y.
 8.3.2 Moindres carrees et projection
 Si on se place dans l’espace euclidien Rp et que S = ImA = {y ∈ R
 p,∃x ∈R
 nAx = y} alors le probleme de moindres carrees :
 minx∈Rn
 ‖Ax− b‖2
 peut se formuler egalement comme un probleme de projection orthogonalede b sur le sous-espace S de R
 p. L’orthogonal S⊥ peut etre caracteriser parle theoreme suivant :
 Theoreme 8.3.2.1 Les propositions suivantes sont equivalentes :
 1. x ∈ (Im A)⊥
 2. x ∈ Ker At
 3. Atx = 0
 D’apres les theoremes sur la projection orthogonale, la solution du problemedes moindres carres appartient a S et donc il existe x tel que x minimise‖Ax−b‖2 (on a donc montre l’existence d’une solution, la condition Ker A ={0} permettrait de demontrer l’unicite de la solution par l’injectivite).
 Par ailleurs, on sait egalement que le residu Ax− b appartient a S⊥. Parconsequent, on a la relation suivante :
 At(Ax− b) = 0
 ce qui nous permet de retrouver les equations normales du paragrapheprecedent.
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 8.4 Approximation polynomiales au sens des moindres
 carrees
 On suppose que l’on dispose de n points {xi, yi} de R2 (resultats d’experiences,
 mesures, ...). On se propose de determiner le polynome de degre inferieur ad de x passant “au mieux” par a travers le nuage de points {xi, yi} .
 Cela revient a trouver p ∈ Rd+1 ( p = [p0, p1, · · · pd]
 t correspond auxcoefficients du polynome a determiner) tel que les quantites yi −
 ∑dj=0 pjx
 ji
 soient les plus faibles. Posons :
 M =
 1 x1 . . . xd1
 1 x2 . . . xd2
 .... . .
 ...1 xn xd
 n
 et y =
 y1
 y2
 · · ·yn
 Au sens des moindres carrees, cela revient donc a trouver p solution dusysteme :
 M tMp = M ty
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Chapitre 9
 Resolution des problemes de
 moindres carrees
 9.1 Introduction
 La resolution d’un probleme de moindres carrees peut etre effectue apartir de l’equation normale :
 AtAx = Atb
 Cependant, l’approche algebrique permet de presenter le probleme des moindrescarree comme un probleme de projection orthognale et de resolution d’unprobleme de pre-image ensuite. Cette derniere methode ouvre une autreperspective a la resolution des problemes des moindres carrees.
 9.2 Resolution par projection orthogonale
 Le principe de la resolution d’un probleme Ax = b par la methode demoindre carrees consiste tout d’abord a trouver la projection orthogonale bde b sur l’espace ImA et ensuite de resoudre le probleme Ax = b. Les etapesde la resolution sont :
 1. Calculer une famille generatrice B de ImA.
 2. Orthonormaliser cette famille en une base {q1, · · · qn} (par exemple parl’algorithme de Gram-Schimdt).
 3. Calculer la projection orthogonale de b sur ImA. On peut montrer queb s’ecrit :
 b = QQtb
 ou Q est la matrice constituee en colonnes par {q1, · · · qn}.4. Resoudre Ax = b = QQtb.
 49
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 La resolution du systeme Ax = QQtb reste un probleme delicat dans lamesure ou A ∈Mp,n. Pour s’affranchir de ce probleme, il suffit de considererle probleme :
 QtAx = QtQQtb
 et comme Q ∈ Mp,n, et que les colonnes de Q sont orthonormales, on aQtQ = I, ce qui donne le systeme de n equations :
 QtAx = Qtb
 Par construction de la base {q1, · · · qn}, on peut ecrire que :
 A = QR
 ou R ∈Mn,n et est une matrice triangulaire superieure. De par l’orthogona-lite de Q, on a egalement QtA = R et donc la solution du systeme consistea resoudre le probleme :
 Rx = Qtb
 9.3 Factorisation QR par la methode de House-
 holder
 Ainsi, l’objectif de la resolution du probleme des moindres carrees est defactoriser la matrice A en A = QR ou Q est une matrice orthogonale et Rune matrice triangulaire superieure.
 Definition 9.3.0.1 On appelle transformation orthogonale une applicationlineaire de R
 n dans Rn dont la matrice associee A dans la base canonique
 est orthogonale (ou unitaire) (ie AtA = I).
 Propriete Une matrice A unitaire verifie ‖Qx‖2 = ‖x‖2
 Propriete Une matrice carre A est unitaire si et seulement si : A−1 = At
 9.3.1 Transformation de Householder
 Le but de ce paragraphe est d’introduire une transformation orthogonaleparticuliere : la transformation ded Householder qui est une symetrie plane.
 Definition 9.3.1.1 On appelle transformation de Householder, une trans-formation dont la matrice est de la forme
 H = I − 2yyt
 avec y ∈ Rn et ‖y‖ = 1
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 Propriete H est une matrice symetrique et orthogonale :
 HHt = HH = (I − 2yyt)(I − 2yyt) = I − 2yyt − 2yyt + 4yyt
 Propriete H est une symetrie par rapport a l’ensemble des vecteurs z ∈ Rn tels
 que zty = 0.Hy = y − 2yyty = −y
 si zty = 0 alors,Hz = z − 2yytz = z
 Theoreme 42 Soit a et b deux vecteurs quelconques de Rn, non colineaires,
 avec ‖b‖2 = 1. On peut determiner un vecteur u ∈ Rn, avec ‖u‖2 = 1 et un
 reel α tel que si H = I − 2uut, alors Ha = αb.
 Corollaire 7 Soit x ∈ Rn avec ‖x‖ = 1 et x 6= e1, alors si y = α(x− e1) et
 α = ‖x− e1‖−12 la matrice H = I − 2yyt est telle que Hx = e1
 9.3.2 Factorisation QR
 Theoreme 43 Soit A ∈ Mp,n avec p ≥ n, alors il existe une matrice or-thogonale Q ∈ Mp,p et une matrice triangulaire superieure R ∈ Mn,n telleque
 A = Q
 (
 R0
 )
 Preuve La demonstration de ce theoreme est constructif, c’est-a-dire qu’elledonne l’algorithme pour obtenire la factorisation. On va chercher a obtenir lamatrice R comme le resultat de n transformations orthogonales successives U (k),soit :
 (
 R0
 )
 = A(n+1) = U (n)U (n−1) · · ·U (1)A
 les matrices U (k) etant construites a l’aide de transformations de Householder.Si la matrice A a deja la forme, on pose U (1) = I . Sinon, on sait qu’il existe unetransformation de Householder H (1) qui transforme A1 (la premiere colonne de A)en [α1, · · · , 0] ∈ Rp avec α1 = ‖A1‖. En posant U (1) = H(1), on a :
 A(2) = U (1)A =
 × × · · · ×0 × · · · ×...
 ......
 0 × · · · ×
 Pour continuer, il suffit d’appliquer une transformation analogue a la sous-matriceformee des M − 1 dernieres lignes et N − 1 dernieres colonnes et ainsi de suite,jusqu’a A(n+1) qui a la structure recherchee et que l’on appelle R. Ainsi,supposons que l’on a obtenu A(k) dont les k − 1 premieres colonnes forment unematrice trapezoidale superieure (les elements en dessous de la diagonale sont
 nuls). Si on note vk ∈ Rp−k+1 le vecteur dont les elements sont [a(k)ik ]i=k···m, alors
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 il existe une transformation de Householder H (k) qui transforme vk en[αk, · · · , 0] ∈ Rm−k+1, avec αk = ‖vk‖. Cette transformation H (k) est :
 H(k) = Ik − 2ykyt
 k
 ytkyk
 avec yk = vk ± ‖vk‖e1k.On definit alors U (k) comme :
 U (k) =
 (
 Ik−1 00 H(k)
 )
 et on obtient A(k+1) = U (k)A(k). On continue ce procede jusqu’a obtenir unematrice A(n+1) :
 A(n+1) = U (n)U (n−1) · · ·U (1)A
 qui par construction a la structure desiree. On a donc bien :(
 R0
 )
 = UA
 avec U = U (n)U (n−1) · · ·U (1). Et on obtient la factorisation QR en posant Q = U t.
 9.4 Application de la factorisation QR aux moindres
 carrees
 On part de la factorisation QR de A, on a donc :
 A = Q
 (
 R0
 )
 ou R ∈ Mnn est triangulaire superieure. Notons que pour tout vecteury ∈ R
 p, on a :‖Qty‖2 = y
 puisque Qt est orthogonale. Ainsi,, on a :
 ‖Ax− b‖2 = ‖Qt(Ax− b)‖2 = ‖QtAx−Qtb‖2
 Definissions c ∈ Rn et d ∈ R
 p−n par :
 Qtb =
 (
 cd
 )
 alors, on a :
 QtAx−Qtb =
 (
 R0
 )
 x−Qtb =
 (
 Rx− cd
 )
 et par consequent :
 ‖Ax− b‖2 = ‖Rx− c‖2 + ‖d‖2
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 et le vecteur minimisant ‖Ax− b‖2 est donc le vecteur tel que :
 Rx = c
 La solution de ce probleme est unique si R est inversible ce qui est le cas siRang A = n.
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