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1Suites numriquesConvergence dune suite numriqueExercice 1 [ 02247
] [correction]Soit (un) et (vn) deux suites relles convergeant vers
et

avec <

.Montrer qu partir dun certain rang :un< vn.Exercice 2 [
02248 ] [correction]Montrer que (un) ZNconverge si, et seulement
si, (un) est stationnaire.Exercice 3 [ 02249 ] [correction]Soit (a,
b) R2, (un) et (vn) deux suites telles que :_n N, una etvnbun + vn
a + bMontrer queun a etvn b.Exercice 4 [ 02250 ] [correction]Soit
(un) et (vn) deux suites relles telles que (un + vn) et (un vn)
convergent.Montrer que (un) et (vn) convergent.Exercice 5 [ 02251 ]
[correction]Soit (un) et (vn) deux suites convergentes. Etudier
limn+max(un, vn).Exercice 6 [ 02252 ] [correction]Soit (un) et (vn)
deux suites relles telles queu2n + unvn + v2n 0.Dmontrer que (un)
et (vn) convergent vers 0.Exercice 7 [ 02253 ] [correction]Soit
(un) et (vn) deux suites telles que 0un1, 0vn1 etunvn 1.Que dire de
ces suites ?Calculs de limitesExercice 8 [ 02254 ]
[correction]Dterminer la limite, si celle-ci existe, des suites
(un) suivantes :a)un =3n(2)n3n+(2)nb)un = n2+ n + 1 n2n + 1c)un
=nn2+1n+n21d)un =1n2n

k=1kExercice 9 [ 02255 ] [correction]Dterminer les limites des
suites dont les termes gnraux sont les suivants :a)un =_1 +1n_nb)un
=nn2c)un =_sin1n_1/nd)un =_n1n+1_nExercice 10 [ 02256 ]
[correction]Dterminer par comparaison, la limite des suites (un)
suivantes :a)un =sin nn+(1)n+1b)un =n!nnc)un =n(1)nn+(1)nd)un
=ennne)un =n_2 + (1)nExercice 11 [ 02257 ] [correction]Dterminer
les limites des sommes suivantes :a)Sn =n

k=1kb)Sn =n

k=11k.c)Sn =n

k=11n2+k2d)Sn =2n

k=n+11k2e)Sn =n

k=1nn2+kf)Sn =n

k=11n2+kg)Sn =n

k=0(1)nkk!Exercice 12 [ 02258 ] [correction]Comparerlimm+limn+_1
1n_m, limn+limm+_1 1n_met limn+_1
1n_n[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars 2011 Enoncs
2Exercice 13 [ 02259 ] [correction]Soit (un) une suite de rels
strictement positifs. On supposenun .a) Montrer que si < 1
alorsun 0.b) Montrer que si > 1 alorsun +.c) Montrer que dans le
cas = 1 on ne peut rien conclure.Exercice 14 [ 02260 ]
[correction]Soit (un) une suite de rels strictement positifs. On
supposeun+1un a) Montrer que si < 1 alorsun 0.b) Montrer que si
> 1 alorsun +.c) Montrer que dans le cas = 1 on ne peut rien
conclure.Exercice 15 [ 02261 ] [correction]Pour toutn N, on poseSn
=n

k=11n + ketS

n =n

k=1(1)k1ka) Etablir que pour toutp > 1,_p+1pdxx

1p _pp1dxxEn dduire la limite de (Sn).b) Etablir queS

2n = Sn. En dduire la limite de (S

n).Exercice 16 [ 02262 ] [correction]Soita R et pourn N,Pn
=n

k=1cosa2kMontrer quesin_a2n_Pn =12n sin aet dterminer
limnPn.Exercice 17 [ 02263 ] [correction]Dterminer la limite deun
=n

k=0_nk_1Exercice 18 [ 02264 ] [correction]Soitp N 0, 1. Pourn
N

on poseun =_n + pn_1etSn =n

k=1uka) Montrer quen N, (n + p + 2)un+2 = (n + 2)un+1b) Montrer
par rcurrenceSn =1p 1(1 (n + p + 1)un+1)c) On pose n N

vn = (n + p)un. Montrer que (vn) converge vers 0.d) En dduire
limSn en fonction dep.Exercice 19 X MP [ 03039 ] [correction]Soitz
C avec [z[ < 1. Existence et calcul delimn+n

k=0_1 + z2k_Exercice 20 [ 03196 ] [correction]Etudier la
convergence de deux suites relles (un) et (vn) vriantlimn+(un + vn)
= 0 et limn+(eun+ evn) = 2Suites monotones et bornesExercice 21 [
02265 ] [correction]Soit (un) une suite croissante de limite. On
posevn =u1 + + unn[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars
2011 Enoncs 3a) Montrer que (vn) est croissante.b) Etablir quev2n
un+vn2.c) En dduire quevn .Exercice 22 [ 02266 ] [correction]Soit
(un) une suite relle convergente. Etudier la limite de la suitevn =
suppnup.Exercice 23 [ 02267 ] [correction]Soit (un) une suite relle
borne. On posevn = suppnup etwn = infpnupMontrer que les suites
(vn) et (wn) possdent chacune une limite dans R etcomparer
celles-ci.Exercice 24 [ 02268 ] [correction][Somme harmonique]Pour
toutn N, on poseHn =n

k=11kMontrer quen N

, H2n Hn 12En dduire que limnHn = +.Exercice 25 [ 02269 ]
[correction]Soit (Hn) la suite dnie pourn N

parHn =n

k=11ka) Montrer queHn +.b) Soit (un) une suite telle quen(un+1
un) 1. Montrer queun +.Exercice 26 [ 02270 ] [correction]On poseun
= 1 3 5(2n 1)2 4 6(2n)a) Exprimerun laide de factoriels.b) Montrer
que la suite (un) converge.c) On posevn = (n + 1)u2nMontrer que la
suite (vn) converge. En dduire la limite de la suite (un)d)
Simplier2n

k=2_1 1k_et comparer ce produit u2n.e) En dduire que la limiteC
de la suite (vn) est strictement positive.Suites adjacentesExercice
27 [ 02271 ] [correction]Soit ]0, /2[,un = 2nsin2n,vn =
2ntan2n.Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. Quelle
est leur limitecommune ?Exercice 28 [ 00325 ] [correction]On poseun
=n

k=11k2n etvn =n

k=11k2n + 1Montrer que les suites (un) et (vn) sont
adjacentes.En dduire un quivalent den

k=11kExercice 29 [ 02272 ] [correction]Pour toutn N

, on poseSn =n

k=11k2etS

n = Sn +1n.Montrer que les suites (Sn) et (S

n) sont adjacentes.On peut montrer que leur limite commune est
2/6, mais cest une autre histoire...[http://mp.cpgedupuydelome.fr]
dD dit le 7 mars 2011 Enoncs 4Exercice 30 [ 02273 ]
[correction][Critre spcial des sries alternes ou critre de
Leibniz]Soit (un) une suite de rels dcroissante et de limite
nulle.Pour toutn N, on poseSn =n

k=0(1)kuk.Montrer que les suites extraites (S2n) et (S2n+1) sont
adjacentes et en dduire que(Sn) converge.Exercice 31 [ 02274 ]
[correction][Irrationalit du nombre de Nper]Soientan =n

k=01k!etbn =n

k=01k! +1n.n! = an +1n.n!a) Montrer que (an) et (bn) sont
strictement monotones et adjacentes.On admet que leur limite
commune est e. On dsire montrer que e/ Q et pourcela on raisonne
par labsurde en supposant e =pqavecp Z, q N

.b) Montrer queaq 1, ln(1 + t)t et en dduireln(1 + t) tt + 1b)
Observer queln(n + 1)Snln n + 1et en dduire un quivalent simple
deSn.c) Montrer que la suiteun = Sn ln n est convergente. Sa limite
est appeleconstante dEuler et est usuellement note.Exercice 49 [
02286 ] [correction]Soit (un), (vn), (wn), (tn) des suites de rels
strictement positifs tels queun vnetwn tn.Montrer queun + wn vn +
tn.Limite de suite des solutions dune quationExercice 50 [ 02289 ]
[correction]Soitn un entier naturel etEn lquationx + ln x = n
dinconnuex R+.a) Montrer que lquationEn possde une solution unique
notexn.b) Montrer que la suite (xn) diverge vers +.c) Donner un
quivalent simple de la suite (xn).[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD
dit le 7 mars 2011 Enoncs 6Exercice 51 [ 02290 ] [correction]Soit n
un entier naturel et En lquation x+tan x = n dinconnue x ]/2,
/2[.a) Montrer que lquationEn possde une solution unique notexn.b)
Montrer que la suite (xn) converge et dterminer sa limite.Exercice
52 [ 02288 ] [correction]Montrer que lquationxex= n possde pour
toutn N, une unique solutionxndans R+.Etudier la limite de
(xn).Exercice 53 [ 02291 ] [correction]Soit n un entier naturel non
nul etEn lquation :xnln x = 1 dinconnue x R+.a) Montrer que
lquationEn admet une unique solutionxn, et quexn1.b) Montrer que la
suite (xn) est dcroissante et converge vers 1.Exercice 54 [ 02292 ]
[correction]Soientn N

etEn : xn+ xn1+ + x = 1a) Montrer que lquationEn possde une
unique solutionxn dans R+et quexn [1/2, 1]b) Montrer que (xn)
converge.c) Dterminer la limite de (xn).Expression du terme gnral
dune suite rcurrenteExercice 55 [ 02293 ] [correction]Donner
lexpression du terme gnral et la limite de la suite rcurrente
relle(un)n0 dnie par :a)u0 = 0 et n N, un+1 = 2un + 1b)u0 = 0 et n
N, un+1 =un+12.Exercice 56 [ 02294 ] [correction]Soit (xn) et (yn)
deux suites relles telles quen N, xn+1 =xn yn2etyn+1 =xn + yn2En
introduisant la suite complexe de terme gnralzn = xn + i.yn,
montrer queles suites (xn) et (yn) convergent et dterminer leurs
limites.Exercice 57 [ 02295 ] [correction]Soit (zn) une suite
complexe telle quen N, zn+1 = 13(zn + 2 zn)Montrer que (zn)
converge et exprimer sa limite en fonction dez0.Exercice 58 [ 02296
] [correction]Soit (un) et (vn) les suites dtermines paru0 = 1,v0 =
2 et pour toutn N :un+1 = 3un + 2vn etvn+1 = 2un + 3vna) Montrer
que la suite (un vn) est constante.b) Prouver que (un) est une
suite arithmtico-gomtrique.c) Exprimer les termes gnraux des suites
(un) et (vn).Exercice 59 [ 02297 ] [correction]Soient > 0 et ]0,
[.On considre la suite complexe (zn) dnie parz0 = eietn N, zn+1 =zn
+[zn[2a) Exprimerzn sous forme dun produit.b) Dterminer
limn+zn.Exercice 60 X MP [ 03048 ] [correction]Etudier la suite
(zn)n0 dnie parz0 C etn N, zn+1 =zn +[zn[2Suites rcurrentes linaire
dordre 2Exercice 61 [ 02298 ] [correction]Donner lexpression du
terme gnral de la suite rcurrente complexe (un)n0dnie par :u0 = 0,
u1 = 1 + 4i etn N, un+2 = (3 2i)un+1 (5
5i)un[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars 2011 Enoncs
7Exercice 62 [ 02299 ] [correction]Donner lexpression du terme
gnral des suites rcurrentes relles suivantes :a) (un)n0 dnie paru0
= 1, u1 = 0 et n N, un+2 = 4un+1 4unb) (un)n0 dnie paru0 = 1, u1 =
1 et n N, 2un+2 = 3un+1 unc) (un)n0 dnie paru0 = 1, u1 = 2 et n N,
un+2 = un+1 un.Exercice 63 [ 02300 ] [correction]Soit ]0, [.
Dterminer le terme gnral de la suite relle (un) dnie par :u0 = u1 =
1 et n N, un+2 2 cos un+1 + un = 0Etude de suites
rcurrentesExercice 64 [ 02304 ] [correction]Etudier la suite (un)
dnie paru0 = a R et n N, un+1 = u2nExercice 65 [ 02305 ]
[correction]Etudier la suite (un) dnie paru0 R et n N, un+1 = u2n +
1Exercice 66 [ 02303 ] [correction]Etudier la suite (un) dnie paru0
= 1 et n N, un+1 = 1 + unExercice 67 [ 02306 ] [correction]Etudier
la suite (un) dnie paru01 et n N, un+1 = 1 + ln unExercice 68 [
02307 ] [correction]Etudier la suite (un) dnie paru0 R et n N, un+1
= eun1Exercice 69 [ 02308 ] [correction]Etudier la suite (un) dnie
paru0> 0 et n N, un+1 =12 + unExercice 70 [ 02309 ]
[correction]Soit (un) la suite relle dnie paru0 = a [2, 2] et n N,
un+1 = 2 una) Justier que la suite (un) est bien dnie etn N, un [2,
2]b) Quelles sont les limites nies possibles pour (un) ?c) Montrer
que ([un 1[) converge puis que lim[un 1[ = 0. En dduire
limun.Exercice 71 [ 02310 ] [correction]Soita C tel que 0 < [a[
< 1 et (un) la suite dnie paru0 = a et n N, un+1 =un2 unMontrer
que (un) est bien dnie et [un[ < 1. Etudier la limite de
(un).Exercice 72 [ 02312 ] [correction]Soita > 0 et (un) la
suite dnie paru0> 0 etn N, un+1 = 12_un +aun_a) Etudier la
convergence de la suite (un).b) On pose pour toutn Nvn =un aun
+aCalculervn+1 en fonction devn, puisvn en fonction dev0 etn.c)
Montrer que, siu0> a, on aun a 2u0.v2n0Ainsi,un ralise une
approximation de a la prcision 2u0.v2n0n0.On peut alors par des
calculs lmentaires, dterminer une approximation de
a.[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars 2011 Enoncs
8Exercice 73 [ 02313 ] [correction]On considre lquation ln x + x =
0 dinconnuex > 0.a) Montrer que lquation possde une unique
solution.b) Former, par lalgorithme de Newton, une suite rcurrente
relle (un)convergeant vers.Exercice 74 [ 02311 ]
[correction]Dterminer le terme gnral de la suite (un) dnie par :u0
= a > 0, u1 = b > 0 et n N, un+2un = u2n+1A quelle condition
(un) converge ?Exercice 75 [ 02301 ] [correction]Soita R+. On dnit
une suite (un) paru0 = a et n N, un+1 =_n

k=0uka) Dterminer la limite de (un).b) Dterminer la limite
deun+1 un.Exercice 76 [ 02302 ] [correction]On considre la suite
(un) dnie pourn1 parun =n +_(n 1) + +_2 +1a) Montrer que (un)
diverge vers +.b) Exprimerun+1 en fonction deun.c) Montrer queunn
puis queun = o(n).d) Donner un quivalent simple de (un).e)
Dterminer limn+un n.Exercice 77 [ 00094 ] [correction]Etablir_1 +_1
+1 + = 1 +11 +11+...Exercice 78 [ 03229 ] [correction]Soit (un) une
suite relle vriantn N, un [1/2, 1]Soit (vn) la suite dtermine parv0
= u0 et n N, vn+1 =vn + un+11 + un+1vnMontrer que la suite (vn)
converge et dterminer sa limite.[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD
dit le 7 mars 2011 Corrections 9CorrectionsExercice 1 :
[nonc]Posonsm =+

2. On aun < m et donc n0 N, nn0, un< m etn1 N, nn1, vn>
m.Pour toutnmax(n0, n1) on aun< m < vn.Exercice 2 : [nonc]Si
(un) est stationnaire, il est clair que cette suite
converge.Inversement, supposons que (un) converge et notons sa
limite.Montrons Z. Par labsurde, si/ Z alorsE() +

2etun 0donc (an) est strictement croissante.bn+1 bn =1(n + 1)!
+1(n + 1)(n + 1)! 1n.n! =n(n + 2) (n + 1)2n(n + 1)(n + 1)!<
0donc (bn) est strictement dcroissante.Ennbn an =1n.n! 0b) On
aaq< aq+1ebq+1< bqPar suiteaq (n 1) etu(n)n_Puisqueun +,(n)
est bien dni en tant que plus petit lment dunepartie non vide de
N.Il est immdiat par construction que est une application
strictement croissantede N vers N.Il reste vrieru(n) n 0Par
construction, on a pourn N

u(n)net puisque(n) 1/ _k N/k > (n 1) etu(n)n_, on a(n) 1 = (n
1) ouu(n)1< nObservons quil ne peut y avoir quun nombre ni den
pour lesquels(n 1) = (n) 1Puisqueun+1 un 0, partir dun rangN, on
a[un+1 un[ < 1/2Par constructionu(N) = N + avec0.On a
alorsu(N)+kN + + k/2Pourk assez grand, on au(N)+k< N +
kOru(N+k)N + kdonc(N + k) ,= (N) + kAinsi, il nest pas possible que
pour toutp N + 1, . . . , N + k on ait(p) 1 = (p 1)et donc il
existepN + 1 vriantu(p)1< p etu(p)pet puisque u(p) u(p1)<
1/2, on au(p) [p, p + 1/2[[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le
7 mars 2011 Corrections 15et par rcurrence on obtientqp, u(q) [q, q
+ 1/2[Au-del du rangp + 1 on ne peut avoir la proprit(n) 1 = (n
1)car celle-ci entraneu(n1) [n 1, n 1/2[ etu(n) [n, n +
1/2[Finalement, on a obtenu qu partir dun certain rangu(n)1< n
etu(n)nCela entrane0u(n) nu(n) u(n)1 0et doncu(n) n 0Exercice 39 :
[nonc]a)1n2 ln nn21nln n 1n ln nn. b) nln n n nln n n2ln n
n2.Exercice 40 : [nonc]a)un =nene 0b)un 2 ln nn 0c)un n1/3
+.Exercice 41 : [nonc]a)un 12n b)un 2n +c)un n!3n +Exercice 42 :
[nonc]a)un =2n21 2n2.b)un =2n+1+n1 =2n+o(n)+n+o(n) =1n+o(n) 1n.c)un
=_ln_1 +1n__1n =1ncar ln_1 +1n_1npuisque1n 0.Exercice 43 :
[nonc]a)un = sin1n+1 1n+1 1ncar1n+1 0.b) sin1n 1n 0 ,= 1 doncun
ln1n = ln n.c)un = 2 sin2 12n 12n2.Exercice 44 : [nonc]a) ln_1
+1n2+1_1n2+1 1n2car1n2+1 0. Par suiteun 1 1.b)un = enln(1+sin1n),
ln_1 + sin1n_ sin1n 1ndoncnln_1 + sin1n_ 1 puisun e.c)un = en+1 ln
nnln(n+1),n + 1 ln n nln(n + 1) =_n + 1 n_ln n nln_1 +1n_.Or _n + 1
n_ln n =ln nn+1+n =ln n2n+o(n) ln n2netnln_1 +1n_1n = o_ln n2n_
doncn + 1 ln n nln(n + 1) =ln n2n + o_ln n2n_ 0 doncun 1.Exercice
45 : [nonc]a) (un) est dcroissante donc admet une limite R
.Puisqueun + un+1 1n 0+, on a += 0 donc = 0.De plus, partir dun
certain rang : 2unun + un+1> 0b)un+1 + un2unun1 + un avecun+1 +
un 1netun1 + un 1n1 1ndonc 2un 1npuisun 12n.Exercice 46 : [nonc]On
aun = n! + (n 1)! +n2

k=0k!Or(n 1)!n!=1n 0et0 n2

k=0k!n!=n2

k=0k!n! n2

k=0(n 2)!n!=n2

k=01n(n 1) 1n 0doncun = n! + (n 1)! +n2

k=0k! = n! + o(n!) n![http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7
mars 2011 Corrections 16Exercice 47 : [nonc]a)2_n + 1 n_=2n + 1
+ndonc1n + 12_n + 1 n_

1nb)Sn n

k=12_k + 1 k_= 2n + 1 2puisSn +.c)un+1 un =1n+1 2_n + 1 n_ 0
donc (un) est dcroissante.Orun = Sn 2n2n + 1 2 2n2 donc (un) est
aussi minore. Parsuite (un) converge.d)Sn = 2n + un = 2n + o(n)
2nExercice 48 : [nonc]a) On tudie la fonctiont t ln(1 + t) pour
tablir la premire ingalit. On endduitln(1 t1 + t)t1 + tdoncln_11 +
t_ t1 + tpuis lingalit voulue.b)Sn =n

k=11kln_n

k=1_1 + 1k__= ln(n + 1)etSn = 1 +n1

k=11/k1 + 1/k1 + ln_n1

k=1_1 + 1k__= 1 + ln nOn en dduitSn ln nc)un+1 un =1/n1 + 1/n
ln_1 + 1n_ 0donc (un) est dcroissante. De plusunln(n + 1) ln n0
donc (un) estminore et par suite convergente.Exercice 49 :
[nonc]Supposonsun vn etwn tn.un+wnvn+tn1 =(unvn)+(wntn)vn+tn
|unvn|vn+ |wntn|tn=unvn1 +wntn1 0.Exercice 50 : [nonc]a) Le tableau
de variation def : x x + ln x permet darmer que cette
fonctionralise une bijection croissante de R+vers R. LquationEn
possde alors poursolution uniquexn = f1(n).b) Le tableau de
variation def1donne lim+f1= +. Par suitexn +.c)xn + donne ln xn =
o(xn). La relationxn + ln xn = n donne alorsxn + o(xn) = n et
doncxn n.Exercice 51 : [nonc]a) Le tableau de variation def : x x +
tan x permet darmer que cettefonction ralise une bijection
croissante de ]/2, /2[ vers R. LquationEnpossde alors pour solution
uniquexn = f1(n).b) (1) Le tableau de variation def1donne lim+f1=2.
Par suitexn 2.(2)xn + tan xn = n donnexn = arctan(n xn). Orn xn +
car (xn)borne doncxn 2.Exercice 52 : [nonc]Soitf : R+R dnie parf(x)
= xex.f est drivable etf

(x) = (x + 1)ex> 0 doncf est strictement croissante.f(0) = 0
et lim+f = + donc lquationxex= n possde une unique solutionxn.xn =
f1(n) +.Exercice 53 : [nonc]a) Le tableau de variation defn : x
xnln x permet darmer que lquationfn(x) = 1 possde une unique
solutionxn sur R+et que de plusxn [1, +[.b) 1 = xn+1n+1 ln xn+1 =
xn+1fn(xn+1) doncfn(xn+1) =1xn+11 = fn(xn) doncxn+1xn carf est
strictement croissante sur [1, +[.[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD
dit le 7 mars 2011 Corrections 17La suite (xn) est dcroissante et
minore par 1 donc elle converge. Posons salimite, on a1Si > 1
alorsxnn ln xn

nln + ce qui est absurde carxnn ln xn = 1. Il reste = 1.Exercice
54 : [nonc]a) Introduisons la fonctionfn : x xn+ + xqui est
continue, strictement croissante et vriefn(0) = 0 et limx+fn(x) =
+La fonctionfn ralise une bijection de [0, +[ vers [0, +[, par
suite lquationEn possde une unique solutionxn R+.Puisquefn(1/2) =
121 1/2n1 1/2< 1 etfn(1) = n1on axn [1/2, 1].b) On afn+1(xn) =
xn+1n+ + x2n + xn = xn(xnn + + xn) + xn = 2xn1doncxn+1xnLa suite
(xn) est dcroissante et minore, donc elle converge.c) Posons =
limxn. Puisquex2< 1,xnx2 donne la limite < 1.1 = xnn + + xn =
xn1 xnn1 xndonne la limite1 =

1 car 0xnn

n 0 et nalement = 1/2Exercice 55 : [nonc]a) Posonsvn = un + 1.
(vn) est gomtrique de raison 2 etv0 = 1 doncun = 2n1 +.b) Posonsvn
= un 1. (vn) est gomtrique de raison 1/2 etv0 = 1 doncun = 1 12n
1.Exercice 56 : [nonc]On azn+1 = 1 + i2zndonczn =_1 + i2_nz0Or
1+i2< 1 donczn 0 puisxn, yn 0.Exercice 57 : [nonc]Introduisonsxn
= Re(zn) etyn = Im(zn). On axn+1 = xn etyn+1 = yn3xn x0 etyn 0
donczn Re(z0).Exercice 58 : [nonc]a) un+1vn+1 = unvn et u0v0 = 1
donc (unvn) est constante gale 1.b)vn = un + 1 doncun+1 = 5un + 2.
La suite (un) est arithmtico-gomtrique.c)un+1 a = 5(un a) + 4a + 2.
Poura = 1/2, (un a) est gomtrique deraison 5 et de premier terme
3/2. Ainsiun = 3.5n12etvn = 3.5n+ 12Exercice 59 : [nonc]a)z1 =
1+ei2= cos2 ei2 ,z2 = cos2 cos4 ei4 ,..., donczn = n

k=1cos2k ei2n[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars
2011 Corrections 18b) ei/2n 1 etn

k=1cos2k=sin 2nsin2n sin donczn sin Exercice 60 : [nonc]On peut
crirez0 = eiavec0 et ], ]On a alorsz1 = 1 + ei2= cos 2 ei2, z2 =
cos 2 cos 4 ei4,...,zn = ei2nn

k=1cos2kSi = 0 alorszn = .Sinon, pour toutn N

, sin2n ,= 0 etsin2nn

k=1cos2k= sin 2npar exploitations successives de lidentit sin 2a
= 2 sin a cos a.On en dduitn

k=1cos2k=sin 2nsin2n sin Finalementzn sin Exercice 61 :
[nonc](un) est une suite rcurrente linaire dordre 2 dquation
caractristiquer2(3 2i)r + (5 5i) = 0.On obtientun = (2 + i)n(1
3i)nExercice 62 : [nonc]a)un = 2n(1 n) b)un = 3 + 22nc)un = 2 cos
(n1)3.Exercice 63 : [nonc](un) est une suite rcurrente linaire
dordre 2 dquation caractristiquer22 cos r + 1 = 0de solutionsr =
eietr = ei.Par suite, il existe, R tels quen N, un = cos n + sin nn
= 0 donne = 1 etn = 1 donnecos + sin = 1 donc = 1 cos sin = 2
sin2/2sin = tan 2Finalementn N, un = cos n + tan 2 sin n = cos((2n
1)/2)cos(/2)Exercice 64 : [nonc]On au0 = a, u1 = a2, u2 = a4, par
rcurrenceun = a2n.Pour [a[ < 1 alorsun 0, pour [a[ = 1,un 1 et
pour [a[ > 1,un +.Exercice 65 : [nonc]La suite (un) est bien
dnie et suprieure 1 partir du rang 1 car la fonctionitratricef : x
x2+ 1 est dnie sur R et valeurs dans [1, +[.un+1 un = u2n un + 10
car le discriminant dex2x + 1 est = 3 < 0.La suite (un) est
croissante.Si celle-ci converge vers un rel alors en passant la
limite la relationditration : = 2+ 1.Or cette quation ne possde pas
de racines relles. Par suite (un) diverge, or elleest croissante,
donc (un) diverge vers +.Exercice 66 : [nonc]Pour toutn1un+1 un =un
un11 + un +1 + un1Puisqueu1 u0 = 2 10, la suite (un) est
croissante.Si (un) converge vers alorsun+1 = 1 + un donne la limite
= 1 +donc

2 1 = 0 et0.[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars 2011
Corrections 19Par suite = 1 +52= Par rcurrence on montre aisment
que n N, un et par suite (un) convergevers.Exercice 67 : [nonc]La
suite (un) est bien dnie et valeurs strictement suprieure 1 car
safonction itratricef : x 1 + ln x est dnie sur [1, +[ valeurs dans
[1, +[.Pourn1 :un+1 un = ln(un) ln(un1) est du signe deun un1.La
suite (un) est monotone et de monotonie dtermine par le signe deu1
u0 = 1 + ln u0 u0.Etudions la fonctiong(x) = x 1 + ln x x dnie sur
[1, +[.g est drivable,g

(x) =1x 10 ne sannulant quen 1,g(1) = 0 doncg eststrictement
ngative sur ]1, +[.La suite (un) est dcroissante. De plus elle est
minore par 1, donc elle convergevers un rel1.En passant la relation
ditration la limite, on obtient = 1 + lni.e.g() = 0.Par ltude de la
fonctiong, on conclut = 1.Finalement (un) converge vers 1.Exercice
68 : [nonc]La suite (un) est bien dnie car sa fonction itratricef :
x ex1 est dniesur R.Pourn1,un+1 un = euneun1est du signe deun
un1.La suite (un) est monotone et de monotonie dtermine par le
signe deu1 u0 = eu0u0 1.Etudions la fonctiong(x) = exx 1 dnie sur
R.g est drivable etg

(x) = ex1 du signe dex.g(0) = 0 doncg est positive.Siu0 = 0
alors (un) est constante gale 0.Siu0> 0 alors (un) est
croissante. Si (un) converge vers un rel alors = e

1donc = 0.Or (un) est minore paru0> 0 donc ne peut converger
vers 0. Par suite (un)diverge vers +.Siu0< 0 alors (un) est
croissante et majore par 0 donc (un) converge vers laseule limite
nie possible 0.Exercice 69 : [nonc]La suite (un) est bien dnie et
strictement positive car de fonction itratricef : x 12+xdnie sur
R+et valeurs dans R+. Si la suite (un) converge, salimite vrie
=12+et0 donc = 1 +2.[un+1 [ =12 + un12 + =[un [(2 + un)(2 + ) 14
[un [Par rcurrence, on montre [un [ =14n [u0 [ et on conclutun
.Exercice 70 : [nonc]a) Lapplicationx 2 x est dnie de [2, 2] vers
[0, 2] [2, 2].b) Supposonsun . Puisque n1, un [0, 2], la limite [0,
2].La relationun+1 = 2 un donne la limite = 2 donc2+2 = 0 do = 1 ou
= 2.Or0 donc = 1.c)[un+1 1[ =[un 1[1 +2 un [un 1[donc ([un 1[) est
dcroissante et par suite converge vers0.Si > 0 alors1 +2 un =[un
1[[un+1 1[ 1donc 2 un 0 puisun 2. Cest impossible.Ncessairement [un
1[ 0 et doncun 1.Exercice 71 : [nonc]Par rcurrence montronsun
existe et [un[ < 1.Pourn = 0 : okSupposons la proprit tablie au
rangn0.Par HR,un existe et [un[ < 1 donc 2 un ,= 0 doun+1
=un2unexiste et[un+1[ [un[[2 un[ [un[2 [un[< 1Rcurrence
tablie.[un+1[ [un[2 [un[[un[donc ([un[) est dcroissante do [un[[a[
puis[un+1[ [un[2 [a[[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars
2011 Corrections 20puis[un[ _12 [a[_n[a[ 0Par suiteun 0.Exercice 72
: [nonc]La suite (un) est bien dnie et valeurs dans [a, +[ partir
du rang 1 car defonction itratricef : x 12_x +ax_dnie sur R+et
valeurs dans [a, +[.Si (un) converge vers un rel alors =12_ +a

_ et0 donc = a.un+1 a= 12un +auna= (un a)22 [un[= [un a[2[un
a[unPourn1,[un a[un=un aun 1doncun+1 a

12un aPar rcurrence :un a

12n1u1 adoncun a.b)vn+1 =un+1 aun+1 +a =u2n 2aun + au2n + 2aun +
a =_un aun +a_2= v2ndoncvn = v2n0.c)un a vnun +a 2u0vn =
2u0v2n0Exercice 73 : [nonc]a)f : x ln x + x ralise une bijection
strictement croissante de R+vers R.Lquation propose possde une
unique solution = f1(0).b) Lalgorithme de Newton, propose de dnir
la suite (un) par la relation :un+1 = un f(un)f

(un) = un ln un + un1/un + 1=un(1 ln un)un + 1La fonctionf est
de classe (2,f

(x) =1x + 1 etf

(x) = 1x2ne sannulent pas.Pouru0> 0 tel quef(u0)f

(u0)0, la suite converge vers.Exercice 74 : [nonc]Par rcurrence,
on montre queun existe etun> 0.Posonsvn = ln(un). On avn+2 2vn+1
+ vn = 0.(vn) est une suite rcurrente linaire dordre 2 dquation
caractristique(r 1)2= 0.On peut donc crirevn = n + avec, Rv0 = ln a
etv1 = ln b donnent = lnbaet = ln a.Par suite :un = evn= enlnba+ln
a= a_ba_nLa suite (un) converge si, et seulement si,ba.Exercice 75
: [nonc]a) Pourn1 :un+1 un =_n

k=0uk _n1

k=0uk =unn

k=0uk +n1

k=0uk 0donc (un)n1 est croissante.Supposonsun R. On au1 = a >
0En passant la relation prcdente la limite : 0 =

+ =12. Cest absurde.Par suiteun +.b)un+1 un =unun+1 +
undoncun+1un1 =1un+1 + un 0Par suiteun+1 un etun+1 un =1un+1/un + 1
12[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD dit le 7 mars 2011 Corrections
21Exercice 76 : [nonc]a)un n +.b)un+1 =_(n + 1) + un.c) Montrons
par rcurrence surn1 queunn.Pourn = 1 : okSupposons la proprit
tablie au rangn1.un+1 =_(n + 1) + un

HR_(n + 1) + nn + 1Rcurrence tablie.0un =_n + un1 _n + (n 1) =
O_n_doncun = O(n) = o(n).d)un =_n + o(n) ne)un n =un1un +norun1 n 1
n etun +n = n + o(n) +n 2n doncun n 12Exercice 77 : [nonc]Posons
(un) la suite dtermine paru0 = 1 et pour toutn N,un+1 = 1 + un.La
suite (un) est bien dnie et valeurs positive.Si celle-ci converge,
cest vers0 vriant = 1 +i.e. = 1 +52(nombre dOr)On a[un+1 [ =1 + un
1 + =[un [1 + un +1 +

[un [2Par rcurrence, on obtient[un [ 12n [u0 [et doncun .Ainsi_1
+_1 +1 + = Posons (vn) la suite dtermine parv0 = 1 et pour toutn
N,vn+1 = 1 +1vn.La suite (vn) est bien dnie et valeurs suprieures
1.Si celle-ci converge, cest vers

1 vriant

= 1 +1

. On retrouve

= .On a[vn+1 [ =1vn 1

[vn [[vn[

[vn [

Par rcurrence, on obtient[vn [ 1

n [v0 [et doncvn car > 1.Ainsi1 +11 +11+...= Exercice 78 :
[nonc]On vrie sans dicults que la suite (vn) est dnie et que ses
termes sontpositifs.De plus, on vrie par rcurrence quen N, vn1car(1
un+1)(1 vn)0 vn + un+11 + un+1vn 1On a alorsvn+1 vn =un+1(1 v2n)1 +
un+1vn 0et la suite (vn) est donc croissante et majore. Par
consquent celle-ci convergevers une certaine limite R.Dans le cas o
la suite (un) est constante gale 1, on observe que = 1.Peut-tre
est-ce encore vrai dans le cas gnral ? Pour le voir, tudions la
suite(1 vn). On a01 vn+1 = (1 un+1)(1 vn)1 + un+1vn

12(1 vn)donc par rcurrence01 vn 12n(1 v0)et on en dduitvn 1
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