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Integration numerique
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Contexte du stage
 Sujet : Implementation d’algorithmes d’intelligence artificielle pour la
 synthese d’image.
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Une question d’integration
 Synthese d’image
 On veut calculer la luminance recue
 pour chaque pixel.
 Methode
 Un calcul d’integration.
 I =
 ∫M×S2
 We(x , ω)Li (x , ω) dA(x) dσ⊥x (ω)
 I : couleur finale, We : sensibilite du pixel, Li : luminance incidente
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Definition
 Interpretation geometrique : Calcul de l’aire sous la courbe y = f (x).
 Notation
 A =
 ∫ b
 a
 f (x) dx
 Application en grandes dimensions
 → Transport de la lumiere,
 → Mouvement Brownien,
 → Analyse de variance (ANOVA) : jusqu’a 20D,
 → Mathematiques financieres : jusqu’a 360D, etc . . . [Hah05]
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Resolution
 Methode analytique
 Calcul de primitives :
 ∫ b
 a
 f (x) dx = F (b)− F (a)
 En pratique
 Des fonctions trop complexes . . .
 −2
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 0.8
 Methodes numeriques
 → Quadratures
 → Sparse grid
 → Bayes
 → Monte-Carlo
 [BOGO15]
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Methodes de Monte-Carlo
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Monte-Carlo
 Idee : Calculer l’integrale comme une moyenne d’echantillons aleatoires.
 Methode de Monte-Carlo
 ∫ 1
 0
 f (x) dx ≈ 1
 N·
 N∑i=1
 f (xi )
 N : nombre d’echantillons.
 → Probabiliste,
 → Independant de la
 dimension,
 → Erreur en O(N−1/2),
 → Convergence lente.
 [MU49]
 Apprentissage artificiel pour l’integration numerique multidimensionnelle — F. Lepretre, J. Dehos, F. Teytaud 5

Page 9
						
						

Echantillonnage preferentiel
 Idee : Concentrer les evaluations la ou l’integrande semble interessante
 (Importance sampling).
 Echantillonnage preferentiel
 ∫ 1
 0
 f (x) dx ≈ 1
 N·
 N∑i=1
 f (xi )
 p(xi )
 N : nombre d’echantillons, p : densite de probabilite.
 → Convergence plus rapide,
 → Amelioration en adaptant p(x)
 au fil des evaluations (Vegas).
 [Lep78]
 ⇓
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Echantillonnage stratifie
 Idee : Repartir equitablement les evaluations de l’integrande dans des
 strates (Stratified sampling).
 Echantillonnage stratifie
 ∫ 1
 0
 f (x) dx ≈S∑
 s=1
 1
 Ns·
 Ns∑i=1
 f (xi )
 S : nombre de strates, N : nombre d’echantillons par strate.
 → Convergence plus rapide,
 → Dependant de la dimension
 et du decoupage des strates,
 → Amelioration en adaptant la
 forme des strates au fil des
 evaluations (Miser).
 [PF90]
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Apprentissage artificiel
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Presentation
 Apprentissage artificiel — Machine learning
 Methodes permettant a une machine d’evoluer, a partir de donnees, par
 un processus d’apprentissage afin de resoudre des problemes difficiles.
 Upper Confidence Bound
 Apprentissage par renforcement,
 avec un compromis entre
 exploration et exploitation.
 UCB1
 scorei = xi + k ×
 √ln(N)
 ni
 xi : recompense moyenne du bras i ,
 k : parametre d’exploration,
 N : nombre de tirages total,
 ni : nombre de tirages du bras i .
 [ACBF02]
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Application a l’integration numerique
 Idee : Diviser l’integrande en zones, puis exploiter en priorite les zones
 qui semblent les plus interessantes.
 Comportement espere
 → Evaluer ou la variance de
 l’integrande est
 importante,
 → Convergence plus rapide.
 Algorithme
 initialiser les zones par echantillonnage stratifie (peu
 d’echantillons)
 tant qu’ il reste des echantillons faire
 determiner la meilleure zone
 echantillonner dans cette zone
 mettre a jour la variance
 mettre a jour le nombre de tirages
 calculer les nouveaux scores
 fin
 calculer le resultat de l’integrale
 Apprentissage artificiel pour l’integration numerique multidimensionnelle — F. Lepretre, J. Dehos, F. Teytaud 9
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Protocole experimental
 Quelques integrandes : Basees sur la suite de tests de Genz. [Gen87]
 Gaussienne
 exp(−α2(x− β)2)
 −10.0−7.5
 −5.0−2.5
 0.02.5
 5.07.5
 10.0 −10.0−7.5
 −5.0−2.5
 0.02.5
 5.07.5
 10.0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1.0
 Sinus cardinal
 0.2 + 0.8Nd
 ∑Ndi=1
 sin(παi xi )
 παi xi
 −10.0−7.5
 −5.0−2.5
 0.02.5
 5.07.5
 10.0−10.0
 −7.5
 −5.0
 −2.5
 0.0
 2.55.0
 7.510.0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1.0
 Sin. card. bruite
 max[0, sin2cos(T(α, β, x))
 ]
 −2
 0
 2
 4
 6
 −2
 0
 2
 4
 6
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 Parametrages
 Selon chaque dimension.
 α : difficulte de l’integrande,
 β : localisation dans l’espace.
 Experiences
 → Randomiser l’integrande,
 → Estimer la verite terrain,
 → Calculer l’erreur moyenne.
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Comportement de l’algorithme
 Variances et visites par zones
 Sinus cardinal 2D, 3 divisions par dimension.
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Resultats (integrandes 2D)
 103 104 105 106evals
 10−1
 100
 rmse
 gaussian rmse - 2Dmonte-carlostratifieducbature
 103 104 105 106evals
 10−2
 10−1
 rmse
 noisy_sinc rmse - 2Dmonte-carlostratifieducbature
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Resultats (integrandes 5D)
 103 104 105 106
 evals
 102
 103
 rmse
 gaussian rmse - 5Dmonte-carlostratifieducbature
 103 104 105 106
 evals
 101
 102
 rmse
 noisy_sinc rmse - 5Dmonte-carlostratifieducbature
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Optimisation des parametres
 Constat
 Le parametre d’exploration k est
 difficile a determiner.
 Il depend de l’integrande, du
 domaine d’integration, de la
 dimension, du nombre de
 divisions. . .
 102 103 104 105 106evals
 10−1
 100
 rmse
 gaussian rmse - 2Ducb1_k1.0ucb1_k0.01ucb1_k0.001
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Conclusion (1)
 Avantages
 → Converge rapidement,
 → Gain sur l’echantillonnage
 stratifie.
 Limitations
 → Reglage des parametres,
 → Grandes dimensions.
 Perspectives
 → Adapter la forme / le nombre des divisions au fil des evaluations
 (post-stratification),
 → Adapter egalement le parametre d’exploration,
 → Appliquer notre methode UCB avec une structure en arbre (UCT). . .
 Lorsque l’integration d’une fonction de grande dimension est reussie, nous devons tout d’abord
 en tirer la conclusion que les caracteristiques de la fonction etaient propices a la methode
 utilisee, et pas que la methode est efficace en general.
 Art Owen — Universite de Stanford
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Conclusion (2)
 Problematiques abordees au cours du stage
 Integration numerique et intelligence artificielle.
 Bilan des travaux accomplis
 → Recherche bibliographique,
 → Developpement d’une idee,
 → Implementation des protocoles experimentaux (C++, Python),
 → Deploiement des tests sur une grille de calculs paralleles (Calculco),
 → Demarches scientifiques pour l’analyse des resultats,
 → Redaction et soumission d’un article de recherche,
 → Realisation de ce seminaire.
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Merci.
 Des questions ?
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Methodes numeriques
 Quadrature
 Approximation du probleme par
 des fonctions constantes ou
 polynomiales.
 → Explose avec la dimension.
 D = 9,N = 10 → 109
 rectangles !
 Sparse grid
 Approximation par un produit
 tensoriel.
 Product rule et sparse grid equivalents.
 Bayes
 Approximation par inference a
 partir de la vraisemblance.
 Apprentissage artificiel pour l’integration numerique multidimensionnelle — F. Lepretre, J. Dehos, F. Teytaud

Page 23
						
						

Echantillonnage
 Echantillonnage selon une
 methode Monte-Carlo.
 Echantillonnage selon une
 methode Quasi-Monte-Carlo.
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Algorithme UCB en details
 Initialisation, boucle principale, et calcul de l’integrale
 {initialization using stratified sampling}for i ← 1,N do
 for k ← 1,K0 i do
 sample x in Ci
 y← f (x)
 Si ← Si + y
 S′i ← S′i + y2
 end for
 end for
 ki ← K0 i , ∀i
 Vi ←Si−S′i
 ki, ∀i
 {multi-armed bandit}for k ←
 ∑Ni K0 i ,K do
 i ← arg maxi
 [Ucb(k, ki ,Vi )
 ]{TODO splitting ?}sample x in Ci
 y← f (x)
 Si ← Si + y
 S′i ← S′i + y2
 ki ← ki + 1
 Vi ←Si−S′i
 kiend for
 {final result}F ′ ←
 ∑Ni vi
 Siki
 N : nombre de clusters K0 : evals initiales K : evals maximales
 C : clusters V : rewards moyennes S, S′ : sommes des rewards
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Premiers resultats (integrandes 2D et Vegas)
 102 103 104 105 106
 evals
 10−1
 100
 101
 error
 gaussian - 2Dmcstratifieducb1_k0.01vegas
 102 103 104 105 106
 evals
 10−2
 10−1
 100
 error
 noisy_sinc - 2Dmcstratifieducb1_k0.02vegas
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Premiers resultats (integrandes 5D et Vegas)
 102 103 104 105 106
 evals
 102
 103
 104
 error
 gaussian - 5Dmcstratifieducb1_k0.0125vegas
 102 103 104 105 106
 evals
 101
 102
 103
 error
 noisy_sinc - 5Dmcstratifieducb1_k0.08vegas
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Ameliorations de l’algorithme
 Initialisation d’UCB2
 Prendre garde a l’initialisation
 de l’algorithme pour eviter un
 blocage eventuel.
 Idee : Eviter le produit nul.
 Correction d’UCB2
 scorei = (vi + 1) · explorationi
 Idee : Introduire du splitting.
 Variante UCB3
 Calculer les scores avec UCB2, puis
 echantillonner selon la probabilite :
 p(echantilloni ) =scorei + 1∑(scorei + 1)
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Nouveaux resultats (integrandes 2D)
 102 103 104 105 106
 evals
 10−1
 100
 101
 error
 gaussian - 2Dmcstratifieducb2ucb2_split
 102 103 104 105 106
 evals
 10−2
 10−1
 100
 error
 noisy_sinc - 2Dmcstratifieducb2ucb2_split
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Resume
 De nombreux domaines necessitent des calculs d’integrales efficaces en grandes dimensions
 (simulations physiques, finance, synthese d’images...). Pour cela, les methodes numeriques sont
 communement utilisees lorsque le resultat analytique n’est pas connu. Ces methodes sont tres
 variees : certaines sont deterministes, d’autres sont probabilistes, certaines adaptent un pas de
 calculs, d’autres adaptent une partition du domaine d’integration, etc...
 Dans ce seminaire, nous presenterons quelques techniques d’integration numerique
 multidimensionnelle, puis proposerons un nouvel algorithme de calcul, base sur une methode
 d’apprentissage artificiel, developpe dans le cadre d’un stage de fin d’etudes de master
 informatique.
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