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Sries numriques

Exercice 1. Etudier la convergence des sries suivantes :1.

2.

Allez :Correction exercice 1

Exercice 2. Etudier la convergence des sries suivantes :

Allez :Correction exercice 2Exercice 3. Dterminer la nature des
sries dont les termes gnraux sont les suivants :

1. 2. 3.

Allez :Correction exercice 3

Exercice 4. Dterminer la nature de la srie de terme gnral :
{

Allez :Correction exercice 4

Exercice 5.

Les sommes suivantes sont-elles finies ? Allez :Correction
exercice 5

Exercice 6. Existence et calcul de :

Allez :Correction exercice 6

Exercice 7. Soit une suite de rels positifs et Montrer que les
sries et sont de mme nature.
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Allez :Correction exercice 7

Exercice 8. Dterminer en fonction du paramtre la nature de la
srie de terme gnral Allez :Correction exercice 8

Exercice 9. Etudier la nature de la srie de terme gnral

:

1. 2. 3. 4. 5. 6.

7. 8. 9. 10. 11. 12.

13. 14. 15.

Allez :Correction exercice 9

Exercice 10.Montrer que la srie de terme gnral

est semi-convergente.

Allez :Correction exercice 10

Exercice 11. Etudier la convergence de la srie numrique de terme
gnral :1. .2. .3. .4.

.

5. 6. 7.
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Allez :Correction exercice 11

Exercice 12. Calculer

Allez :Correction exercice 12

Exercice 13. Calculer

Allez :Correction exercice 13

Exercice 14. Etudier la nature des sries de terme gnral et
calculer leur somme :1. 2.

3. 4. 5.

Allez :Correction exercice 14

Exercice 15.Si

est une suite numrique tendant vers

et si

sont trois rels vrifiant

, on

pose pour tout

:

Montrer que la suite de terme gnral converge et calculer sa
somme.Allez :Correction exercice 15

Exercice 16. Etudier la convergence des sries de terme gnral :1.
2. 3.

4.

5. 6.

Allez :Correction exercice 16

Exercice 17.On considre la suite numrique

dfinie par :

1. On suppose que . En tudiant la suite prciser
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a) La nature de la srie .b) La nature de la suite .

2.a) Si , quelle est la nature de la srie ?

b) Quelle est la nature de la suite pour .Allez :Correction
exercice 17

Exercice 18.On considre la suite dfinie par et pour tout .1.
Nature de la srie ?2. Nature de la srie ?

Allez :Correction exercice 18

Exercice 19.Montrer que la suite

converge, on pourra dabord montrer que la srie de terme
gnral

est convergente.Allez :Correction exercice 19

Exercice 20.Nature de la srie de terme gnral (convergence et
absolue convergence).

O Allez :Correction exercice 20

Exercice 21.Montrer que les sries de terme gnral

Ne sont pas de mmes natures et que pourtant .Allez :Correction
exercice 21Exercice 22. On pose

1. Montrer que la suiteest positive et dcroissante. Au moyen
dune intgration par parties donnerune relation de rcurrence entreet
.Montrer par rcurrence que pour tout

2. Montrer que lon a:
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En dduire la nature des sries

3. Dterminer le rayon de convergence de la srie entire

Exercice 23. On considre la srie numrique de terme gnral pour et
:

1. Montrer que si cette srie est convergente pour une valeur
donne, elle converge pour tout .2. Montrer que si la srie est
divergente.

On pourra utiliser un dveloppement limit de

.

3. On pose

avec

Montrer que est quivalent . En dduire que la srie est alors
convergente.4. Donner toutes les valeurs de pour lesquelles cette
srie converge.

Allez :Exercice 23

Exercice 24.Pour , on pose :

1. a) Calculer .b) Montrer que pour tout on a : 2.

a) Montrer que pour tout on a :

b) En dduire que :

c) Montrer que la srie de terme gnral converge et calculer sa
somme.Allez :Exercice 24

Corrections

Correction exercice 1.

1.Il sagit dune srie de Riemann divergente avec

2.
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Il sagit dune srie de Riemann divergente avec

Allez :Exercice 1

Correction exercice 2.

donc la srie ne converge pas

il sagit du terme gnral dune srie de Riemann divergente avec Il
sagit du terme gnral dune srie de Riemann convergente avec

La srie diverge.

La srie diverge. Il sagit dune suite gomtrique de raison dans
.

Allez :Exercice 2

Correction exercice 3.1.

Il sagit dune suite gomtrique de raison dans , la srie
converge.

2. Il sagit dune srie termes positifs suprieurs

, qui est le terme gnral dune srie de Riemanndivergente avec

. La srie diverge.

3. Daprs la rgle de Cauchy, , la srie converge.

Allez :Exercice 3

Correction exercice 4.

Cette dernire srie diverge (Riemann avec donc la srie de terme
gnral diverge.Expliquons quand mme un peu
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Ainsi, il est plus clair que tous les

sont dans la srie et que donc la srie diverge.Allez :Exercice
4

Correction exercice 5. est le terme gnral dune srie gomtrique de
raison dans , la srie converge. est le terme gnral dune srie
gomtrique de raison dans , la srie converge. est le terme gnral
dune srie gomtrique de raison dans , la srie

converge.

est le terme gnral dune srie gomtrique de raison dans , lasrie
converge.

est le terme gnral dune srie dune srie de Riemann convergente
avec

.Allez :Exercice 5Correction exercice 6. est de signe constant
(ngatif) et

Est le terme gnral dune srie dune srie de Riemann convergente
avec

.

Allez :Exercice 6

Correction exercice 7.Si la srie de terme gnral converge, alors
donc comme ce sont des sries termes

positifs, la srie de terme gnral converge, si elle diverge alors
la srie de terme gnral diverge,bref, les deux sries sont de mmes
natures.

Rciproquement On a encore

donc les srie sont de mmes natures.

Allez :Exercice 7

Correction exercice 8.Si , alors on utilise la rgle de Riemann
avec Lorsque . Cela montre que la srie de terme gnral converge car
Si , alors on utilise la rgle de Riemann avec

Lorsque . Cela montre que la srie de terme gnral diverge car
Lorsque , cest plus compliqu, les rgles de Riemann ne marche pas.
Il sagit dune srie termes

positifs, on peut appliquer la comparaison une intgrale
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Est intgrable car Lorsquetend vers linfini, ce qui montre que
lintgrale est divergente, la fonction estclairement dcroissante et
tend vers

en linfini, donc la srie de terme gnral

diverge.

Allez :Exercice 8

Remarque :

Cest ce que lon appelle la rgle de Duhamel.

Correction exercice 9.1. La suite est de signe constant

Cest le terme gnral dune srie de Riemann convergente avec

Allez :Exercice 9

2. La suite est de signe constant Cest le terme gnral dune srie
de Riemann divergente avec

Allez :Exercice 9

3. la srie diverge grossirementAllez :Exercice 9

4. La suite

est de signe constant

Cest le terme gnral dune srie de Riemann convergente avec Allez
:Exercice 9

5. Mfiance

Comme

On a Ce qui montre que Cest le terme gnral dune srie de Riemann
divergente avec

Allez :Exercice 9

6.

est de signe constant
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Daprs les rgles de Riemann avec entraine que la srie de terme
gnral diverge.

Allez :Exercice 9

7. est de signe constant Daprs les rgles de Riemann avec
entraine que la srie de terme gnral

converge.

Allez :Exercice 9

8. est de signe constant

Daprs la rgle de DAlembert la srie de terme gnral

converge.

Allez :Exercice 9

9. est de signe constant est le terme gnral dune srie gomtrique
convergente, la srie de terme gnral converge.Allez :Exercice 9

10.est de signe constant

Daprs la Rgle de DAlembert la srie de terme gnral converge.Allez
:Exercice 9

11.est de signe constant

Daprs la Rgle de DAlembert la srie de terme gnral

converge.

Allez :Exercice 912.est de signe constant

C ce nest pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite
est

par valeur suprieure

Ouf ! La limite est donc la srie de terme gnral diverge.

Allez :Exercice 9
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13.est de signe constant

La srie de terme gnral diverge grossirementRemarque : il tait
inutile de faire un dveloppement limit lordre de .

Allez :Exercice 9

14.

est de signe constant

est le terme gnral dune suite gomtrique de raison strictement
infrieure . La srie determe gnral converge.

Allez :Exercice 9

15.

Donc ne peut pas tendre vers .Allez :Exercice 9Correction
exercice 10.

On pose

Donc la suite de terme gnral est dcroissante, elle tend vers ,
daprs le TSSA la srieconverge. ||

|| Daprs les rgles de Riemann si

|| avec

la srie de terme gnral

||diverge ce

qui montre que la srie de terme gnral ne converge pas
absolument. Cette srie est donc semi-convergente.

Allez :Exercice 10

Correction exercice 11.1. On pose ||

Daprs la rgle de DAlembert, la srie de terme gnral converge,
donc la srie de terme gnral converge absolument, donc elle
converge.2. On pose || ||
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|| ||

|| Daprs la rgle de DAlembert, la srie de terme gnral converge,
donc la srie de terme gnral converge absolument, donc elle
converge.

3. On pose || || |||| || ||

Si || Daprs la rgle de DAlembert, la srie de terme gnral
converge, donc la srie de terme gnral converge absolument, donc
elle converge.

Si || , || donc la srie diverge grossirement4.

Il sagit dune srie alterne car

, il est peu prs vident que

est dcroissant et

tend vers , daprs le TSSA, la srie converge.Remarque : on
pourrait montrer quelle semi-convergente.5. est positif, dcroissant
et tend vers , daprs le TSSA la srie converge.6. On pose

Normalement il faudrait prendre la somme partir de car nest pas
dfini, mais cela ne changerien au fond.

Donc

Et

||

Les sommes partielles sont bornes et la suite est dcroissante et
tend vers . Cela montre que la sriede terme gnral converge.
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7. Tentons de faire un dveloppement limit en avec donc lordre ou
, dans le premierterme on va perdre un ordre cause du devant le et
dans la la variable sera

(

) Il sagit du terme gnral dune srie de Riemann convergente avec
donc la srie de termegnral converge.

Allez :Exercice 11

Correction exercice 12.On pose

, il sagit dune srie absolument convergente en appliquant la
rgle de DAlembert

On peut appliquer la formule du produit de deux sries absolument
convergentes

Comme on le verra dans le chapitre sries entires

Ce qui montre que

Allez :Exercice 12

Correction exercice 13.On pose

est le terme gnral dune srie absolument convergente en
appliquant la rgle de DAlembert

|| est le terme gnral dune srie gomtrique convergente avec ,
donc la srie determe gnral

converge absolument

On peut appliquer la formule du produit de deux sries absolument
convergentes
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Comme on le verra dans le chapitre sries entires et

Finalement

Allez :Exercice 13

Correction exercice 14.1. qui est une suite de Riemann
convergente car donc la srie de terme gnral

converge.

On dcompose cette fraction en lment simple

En posant dans la seconde somme. et

En changeant

en

.

Allez :Exercice 14

Car tous les termes entre et se simplifient.

2. qui est une suite de Riemann convergente car donc la srie de
terme gnral converge.

On dcompose cette fraction en lment simple

Dans la seconde somme on pose , et Dans la troisime somme on
pose , et

On change en et en
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On va runir les valeurs de comprises entre et

Les trois dernires sommes sannulent et il reste

Allez :Exercice 14

3. qui est une suite de Riemann convergente car donc la srie de
terme gnral converge.On dcompose cette fraction en lment simple

Dans la seconde somme on pose , et Dans la troisime somme on
pose , et

On change en et en

On va runir les valeurs de comprises entre et

Les trois dernires sommes sannulent et il reste
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Allez :Exercice 14

4. Il est peu prs clair que

tend vers

, cest dj cela, mais comment, on va faire un dveloppement

limit en de || (car ), on pose donc On fait un dveloppement
limit lordre car la srie de Riemann est divergente et que la srie
deRiemann

est convergente (En gnral il faut aller un ordre strictement
suprieur , dans les casraisonnable).

||

Et voil, cest rat la srie de terme gnral ne converge pas
absolument, on va essayer de montrerquelle converge simplement en
utilisant le fait que cette srie est alterne. De plus

Donc la srie de terme gnral est convergente.

Dans la premire somme on pose , et Dans la seconde somme on pose
, et

On remarque que , puis on remplace et par danschacune des
sommes

Les deux sommes se simplifient
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Allez :Exercice 145. , il sagit dune suite de Riemann avec , la
srie

converge.

Petit calcul

Dans la premire somme on pose , , Dans la deuxime somme on pose
, , Dans la troisime somme on pose , ,

On remplace et par

On va runir les sommes entre et

Les sommes de de sliminent.

donc

Allez :Exercice 14
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Correction exercice 15.

Dans la deuxime somme on pose , et Dans la troisime somme on
pose , et

On change et par .

On runit les sommes entre et

Car La suite tend vers donc

Allez :Exercice 15

Correction exercice 16.1. On va dabord diviser par , ce qui
donne , donc

Et alors On va montrer que la srie est alterne, mais comme

, le sinus va tre ngatif aussi, on va

lgrement modifier

Puis on va montrer que est dcroissante et quelle tend vers tend
vers , donc tend vers .Avant de montrer que la suite est
dcroissante on va montrer que

cest clair Pour (tend vers linfini donc on na pas de problme
pour les petites valeurs de )
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Au moins pour assez grand, et pour assez grand (que ) donc

, la fonction est dcroissante donc la suite est dcroissante.
Finalement il sagit dune

srie alterne convergente.2.

( (

))

Daprs la rgle de Riemann la srie de terme gnral converge.3. On
rappelle que pour tout ,

[ ] est le terme gnral dune srie de Riemann convergente, avec .
Donc la srie de terme

gnral

converge.

4. nest pas de signe constantmais il parait dlicat dappliquer le
TSSA est le terme gnral dune srie de Riemann avec , donc
divergente.Posons , on a alors Cest vident. Et pour tout

Ce qui montre que la suite est dcroissante, daprs le TSSA la
srie de terme gnral converge.est la somme du terme gnral dune srie
divergente ( ) et du terme gnral dune srieconvergente , donc la
srie de terme gnral diverge.

5. Daprs la rgle de Cauchy

Donc la srie de terme gnral converge.6. Cela va dpendre de la
valeur de
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Donc Daprs la rgle de Cauchy

Si , autrement dit si , soit encore , cest--dire si avec ou avec
. Cela se voit assezfacilement sur le cercle trigonomtrique.

La srie de terme gnral convergeSi , autrement dit si , soit
encore ou ,cest--dire si avec ou avec La srie de terme gnral

diverge.

Si on ne peut pas conclure avec la rgle de Cauchy, mais alors
Qui est le terme gnral dune srie de Riemann convergente avec

Allez :Exercice 16

Correction exercice 17.1.

a.

La suite nest pas forcment positive mais partir dun certain rang
donc les termessont positifs donc ne change plus de signe lorsque
que augmente. Elle est de signeconstant.

Daprs la rgle de DAlembert si alors la srie converge et si la
srie diverge.b. Si la srie converge alors la suite tend vers .

2.a. donc tend vers , on va faire un dveloppement limit de en
lordre .Attention en multipliant par on va perdre un ordre.
Remarque donc et la

suite est ngatif (donc de signe constant).

est le terme gnral dune srie de Riemann convergente (

). Donc la srie de terme

gnral converge.b. Pour
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Donc

La srie de terme gnral

converge, donc la suite

converge.

Allez :Exercice 17

Correction exercice 18.1. Dans un premier temps remarquons que
pour tout , , on en dduit que

Cela montre que la suite tend vers mais cela ne suffit pas pour
montrer que la srie estconvergente (si on avait pu montrer que l
cela aurait t bon).Dans un deuxime temps on va faire un
dveloppement limit en

est le terme gnral dune srie de Riemann divergente donc la srie
de terme gnral diverge.2. est une srie alterne, tend vers en
dcroissant, cest le terme gnral dune srie de

Riemann.

Et par consquent est le terme gnral dune srieabsolument
convergente, cest donc le terme gnral dune srie convergente et
enfin estle terme gnral dune srie convergente. (il en est de mme
pour videmment).

Allez :Exercice 18

Correction exercice 19.

Le but est de faire un dveloppement limit de en lordre .

Par consquent
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est le terme gnral dune srie de Riemann convergente donc est le
terme gnral dune srieconvergente.

Dautre part

Dans la premire somme on pose

,

et

On change en dans la premire somme et on simplifie

La srie de terme gnral

converge donc

converge et finalement

admet une limite

finie.Allez :Exercice 19

Correction exercice 20.Commenons par une mauvaise nouvelle, si
et sont les termes gnraux de sries absolumentconvergente alors est
le terme gnral de la srie produit, qui est convergente et on a
:

Seulement voil la srie de terme gnral

ne converge pas absolument alors il faut faire autrement.

Puis on va dcomposer la fraction rationnelleen lments simples,
il existe et (ces

trois constantes peuvent dpendre de ) tels que :

Je multiplie par , puis [ ] Je multiple par , puis [ ] Je
multiplie par , puis

Finalement on a
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Ce que lon remplace dans la somme partielle

Puis on va faire le changement dindice dans la somme

Ce que lon remplace dans la somme partielle

O

est le terme gnral de la srie

et

le terme gnral

de la srie .On rappelle un rsultat connu , Alors

D'aprs les rgles de Riemann la srie de terme gnral converge
absolument, donc

admet une

limite finie lorsque tend vers linfini.Pour la srie cela va tre
moins simple est une somme partielle qui admet une limitepuisque
que le terme gnral est quivalent

qui est le terme gnral dune srie de Riemannconvergente, mais le
terme

ne permet pas desprer une convergence absolue, reste la solution
demontrer quil sagit dune srie alterne, il faut montrer que Tend
vers

et est dvroissant,

cest vident.
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Donc a le mme signe que

Pour tout

},

, donc

Par consquent Ce qui montre bien que cest--dire que la suite est
dcroissante.Par consquent

Est le terme gnral dune srie convergente et enfin la srie de
terme gnral est la somme de deuxsrie convergente, elle
converge.

Allez :Exercice 20

Correction exercice 21.est dcroissant et tend vers donc la srie
de terme gnral est une srie convergente.est le terme gnral dune
srie de Riemann divergente donc la srie de terme gnral

est la somme

dune srie convergente et dune srie divergente, elle diverge.

Ce qui montre que ces deux suites sont quivalentes.

Remarque :

Si alors les sries de terme gnral et de terme gnral sont de mme
nature est unrsultat faux, pour quil soit vrai, il faut queet
soient de signes constants.

Allez :Exercice 21

Correction exercice 22.1. donc

Donc Autrement dit , cette suite est dcroissante.

Montrons par rcurrence que
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Pour Lhypothse est vrifie au rang

.

Supposons

Alors

Ce qui achve la rcurrence2. Pour tout , , on en dduit que :

Puis en intgrant en et Comme

Cela donne est minore par qui est le terme gnral dune srie de
Riemann divergente donc lasrie de terme gnraldiverge.

est majore par

qui est le terme gnral dune srie de Riemann convergente donc
la

srie de terme gnral converge.est positive et dcroissante, la
srie de terme gnral est une srie alterneconvergente.

3. Soit le rayon de convergence de la srie entire. Comme la srie
de terme gnral diverge celasignifie que nest pas dans le disque de
convergence sinon

Convergerait, cela entraine que Comme la srie de terme gnral
converge, cela signifie que est dans le disque deconverge donc , en
effet
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Allez :Exercice 22

Correction exercice 23.1. On a pour donc

Par consquent Puisque Cela montre que le terme gnral est major
par le terme gnral dune srie convergente,cette srie converge.

2.

Il faut faire le dveloppement limit de un ordre suffisant parce
que lon va dabord multiplier

par puis par et la fin on veut un dveloppement limit un ordre
strictement suprieur .

Comme , , ce qui montre que tend vers , et que donc tend vers ,
lasrie ne converge pas.3.

donc et alors , ce qui montre que En utilisant les rgles de
Riemann avec Ce qui montre que la srie de terme gnral converge.

4. On vient de montrer que la srie de terme gnral

tait convergente si

et la premire

question on a montr qui si la srie convergeait pour alors elle
convergeait pour , elle convergedonc pour tout .Allez :Exercice
23Correction exercice 24.
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1.a)

b) donc

Puis en intgrant entre et 2.

a)

b)

Dans la premire somme on pose , et

On remplace par dans la premire somme

Il ne reste plus qu remarquer que tend vers pour montrer que

Allez :Exercice 24
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