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            Algorithmes Introduction Si vous voulez faire un calcul arithmétique, vous pourrez probablement vous fier à votre mémoire dans des cas simples tels que 6 x 7 ou 6 + 7. Mais comment faire mentalement 112 - 25? Cela dépend des méthodes individuelles de la perception mentale de notre système numérique. Souvent, ces méthodes peuvent être idiosyncrasiques et elles se basent rarement sur les méthodes enseignées. Peu de gens vont dire qu’on ne peut pas soustraire 5 de 2 et ils vont se débrouiller avec leurs propres méthodes. Les algorithmes utilisés ne seront pas les mêmes que ceux enseignés. Plunkett (1979) affirme que deux tiers des jeunes de 11 ans développent leurs propres processus. Aze (1988) indique la présence de ces habiletés chez les plus jeunes. Lorsque les processus deviennent trop complexes dans l’application de ces méthodes, les enfants font appel à la calculatrice. Dans notre analyse de la documentation, nous allons discuter de résultats de recherche qui peuvent servir de cadre théorique à nos pratiques scolaires en nourrissant notre réflexion et en nous fournissant des exemples concrets d’interventions pédagogiques. Tout d’abord, penchons-nous sur la notion même de l’algorithme et son rôle dans l’enseignement des mathématiques. Qu’est-ce qu’un algorithme ? Le mot algorithme est utilisé pour décrire une routine, un processus mathématique bien défini. Souvent, un algorithme réfère à une méthode de transposition, un calcul arithmétique précis, mais ce peut également être appliqué lors de la résolution d’une équation algébrique, lors de la construction d’une figure géométrique, lorsqu’on veut une mesure précise ou même lors d’un test statistique. Traditionnellement, les algorithmes sont souvent vus comme des méthodes de papier- crayon, mais dans les dernières années, on porte plus d’attention à l’importance d’établir des processus mentaux et de s’en remettre aux calculatrices et aux ordinateurs (Costello, 1991). C’est une erreur de croire que les compétences mathématiques sont nécessairement enseignées, apprises et pratiquées sous une forme standard puisque les individus créent leurs propres algorithmes qu’ils utilisent régulièrement et souvent avec succès (Costello, 1991). Certaines personnes ont peur que si on encourage les élèves à inventer leurs propres algorithmes et solutions plutôt que de mettre l’accent sur l’utilisation des algorithmes traditionnels, il y aura un déclin dans les compétences de base (Senk, 2003b). Le programme Everyday Mathematics dit que le fait d’inventer des algorithmes dans les plus bas niveaux peut permettre davantage de flexibilité et de compétences chez les élèves dans la résolution de problèmes et dans l’arithmétique mentale (Senk, 2003a). Il est bon de montrer aux élèves qu’il existe plusieurs algorithmes et en les mettant en pratique, ils ont plus de chance de réussir à les utiliser correctement. Par contre, quand ils connaîssent 
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Algorithmes Introduction
 Si vous voulez faire un calcul arithmétique, vous pourrez probablement vous fier à votre mémoire dans des cas simples tels que 6 x 7 ou 6 + 7. Mais comment faire mentalement 112 - 25? Cela dépend des méthodes individuelles de la perception mentale de notre système numérique. Souvent, ces méthodes peuvent être idiosyncrasiques et elles se basent rarement sur les méthodes enseignées. Peu de gens vont dire qu’on ne peut pas soustraire 5 de 2 et ils vont se débrouiller avec leurs propres méthodes. Les algorithmes utilisés ne seront pas les mêmes que ceux enseignés. Plunkett (1979) affirme que deux tiers des jeunes de 11 ans développent leurs propres processus. Aze (1988) indique la présence de ces habiletés chez les plus jeunes. Lorsque les processus deviennent trop complexes dans l’application de ces méthodes, les enfants font appel à la calculatrice. Dans notre analyse de la documentation, nous allons discuter de résultats de recherche qui peuvent servir de cadre théorique à nos pratiques scolaires en nourrissant notre réflexion et en nous fournissant des exemples concrets d’interventions pédagogiques. Tout d’abord, penchons-nous sur la notion même de l’algorithme et son rôle dans l’enseignement des mathématiques.
 Qu’est-ce qu’un algorithme ? Le mot algorithme est utilisé pour décrire une routine, un processus mathématique bien défini. Souvent, un algorithme réfère à une méthode de transposition, un calcul arithmétique précis, mais ce peut également être appliqué lors de la résolution d’une équation algébrique, lors de la construction d’une figure géométrique, lorsqu’on veut une mesure précise ou même lors d’un test statistique. Traditionnellement, les algorithmes sont souvent vus comme des méthodes de papier-crayon, mais dans les dernières années, on porte plus d’attention à l’importance d’établir des processus mentaux et de s’en remettre aux calculatrices et aux ordinateurs (Costello, 1991). C’est une erreur de croire que les compétences mathématiques sont nécessairement enseignées, apprises et pratiquées sous une forme standard puisque les individus créent leurs propres algorithmes qu’ils utilisent régulièrement et souvent avec succès (Costello, 1991). Certaines personnes ont peur que si on encourage les élèves à inventer leurs propres algorithmes et solutions plutôt que de mettre l’accent sur l’utilisation des algorithmes traditionnels, il y aura un déclin dans les compétences de base (Senk, 2003b). Le programme Everyday Mathematics dit que le fait d’inventer des algorithmes dans les plus bas niveaux peut permettre davantage de flexibilité et de compétences chez les élèves dans la résolution de problèmes et dans l’arithmétique mentale (Senk, 2003a). Il est bon de montrer aux élèves qu’il existe plusieurs algorithmes et en les mettant en pratique, ils ont plus de chance de réussir à les utiliser correctement. Par contre, quand ils connaîssent
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trop d’algorithmes, un problème peut survenir quant au choix de l’algorithme à utiliser (Brousseau, 1998). Dans le volume The Teaching and Learning of Algorithms in School Mathematics, publié par la NCTM en 1998, Usiskin (1998) analyse le rôle des algorithmes papier crayon à l’ère des calculatrices et des ordinateurs. Parmi les différents types d’algorithmes, Usisikin considère les algorithmes arithmétiques, algébriques et géométriques. Tout en accordant une place possible à des discussions autour de différentes définitions des algorithmes et de leur utilisation en mathématiques d’aujourd’hui, il dresse la liste de principes sur lesquels tout le monde semble être d’accord :
 • la technologie change l’importance relative des algorithmes en donnant plus d’importance à un algorithme et en en accordant moins à l’autre
 • il existe trois modes d’utilisation des algorithmes : mental, écrit et à l’aide des outils technologique
 • il est impossible d’enseigner les algorithmes pour que tous les élèves les appliquent de la même façon
 • pour justifier l’enseignement d’un algorithme, il faut trouver le sens qu’il véhicule aux yeux de l’élève.
 Parmi, les points appuyant l’importance des algorithmes dans l’enseignement des mathématiques, l’auteur cite :
 • la puissance des algorithmes qui permet de les utiliser pour une catégorie de problèmes • la reproductibilité permettant de toujours obtenir le bon résultat (si l’algorithme est
 correctement appliqué) • l’exactitude permettant d’obtenir un résultat précis • la rapidité permettant d’obtenir vitement un bon résultat par rapport à d’autres méthodes • la vérification permettant de retracer le processus afin de trouver les erreurs possibles • la représentation mentale permettant à une personne de construire une image mentale d’un
 processus et ainsi la rendre apte à se servir de cette image pour effectuer des calculs mentaux
 • le potentiel instructif permettant à l’apprenant de construire et de comprendre des relations mathématiques
 • l’applicabilité permettant d’utiliser l’algorithme dans des processus plus complexes • le rôle des algorithmes en tant qu’objets d’apprentissage permettant une analyse critique
 d’un processus en comparaison avec d’autres processus de résolution du même problème.
 En même temps, l’auteur constate l’existence de dangers dans tout algorithme : • la croyance passive du résultat de l’algorithme sans regard critique • l’application trop directe d’un algorithme général sans voir de manière plus simple en
 situation concrète • la croyance que l’algorithme développe le cerveau • la création d’une dépendance face à une façon de faire
 L’enseignement des algorithmes occupe les chercheurs depuis quelques décennies et ils ont posé plusieurs questions.

Page 3
						

Enjeux didactiques des algorithmes de calcul (4 opérations arithmétiques) Il y plusieurs enjeux qui alimentent les débats didactiques des dernières décennies.
 • Faut-il toujours enseigner des algorithmes? • Si oui, faut-il le faire avant l’utilisation de la calculatrice, après ou en même temps? • Quel mode doit être préconisé : mental, écrit ou technologique ? • Quel est le rôle du support visuel (dessin) ou de manipulation (matériel de manipulation)? • Faut-il se limiter à un processus ou à plusieurs processus? • Faut-il laisser l’élève inventer ses propres processus de calcul?
 La théorie des situations didactiques développée par G. Brousseau dans les années 1970 - 1990 met en évidence le rôle des algorithmes dans le raisonnement mathématique de l’élève. D’après ses recherches, certaines connaissances sont indispensables quant à l’enseignement des algorithmes. Voici des exemples.
 • Le bon fonctionnement des raisonnements va dépendre de la facilité avec laquelle les élèves pourront passer, en situation de résolution de problème, de l’une à l’autre des représentations (Brousseau, 1998d).
 • Quand on parle d’algorithmes, on y trouve un apprentissage en deux parties : o l’apprentissage de cet algorithme vu en tant que mécanisme d’opération qui relève
 des techniques d’apprentissage classiques et du conditionnement; o le sens de ce mécanisme, quand et comment l’appliquer qui s’apprend par le
 transfert que l’élève effectue s’il a une intelligence suffisante lors des répétitions (Brousseau, 1998d).
 • Il arrive que certains enseignants jugent les erreurs des élèves comme un signe d’incapacité à raisonner ou comme une erreur de logique. En évitant de faire un diagnostic sur les causes de l’erreur, et seulement en repérant l’endroit où il y a l’erreur, celle-ci devient automatiquement une erreur de logique où l’ignorance d’un élément clé de la résolution du problème. On associe dans ce cas, l’activité de l’élève à un algorithme de production de démonstrations selon les règles de la logique mathématique (Brousseau, 1998a).
 • On peut enseigner un algorithme, mais il faut également y donner un sens (Brousseau, 1998a).
 • Il existe différents types d’algorithmes. Un premier est l’algorithme de reconnaissance qui, par exemple, permettrait de dire que telle grandeur est ou non les trois quarts de telle autre. Un autre est l’algorithme rationnel où l’on compte, mesure et compare (Brousseau, 1998c).
 Voici les avantages des algorithmes que M. Brousseau a mis en évidence.
 o Ils peuvent être appris soit directement dans la forme où ils seront utilisés soit par une complexification naturelle
 o Ils peuvent être enseignés sans recours au sens, qu’ils sont d’ailleurs chargés de rejeter, donc par des méthodes formelles : application répétée, récitation
 o Leur acquisition peut être contrôlée o La non-acquisition permet des décisions didactiques simples, dans un contrat clair,
 où la responsabilité de l’élève peut être engagée a priori o Leur utilité peut être éprouvée puisque leur mise en œuvre est identifiable dans
 leurs applications o Ils assurent après l’apprentissage, dans l’exécution des tâches, des phases de
 bonne fiabilité, de grande vitesse et de confiance (Brousseau, 1998d).

Page 4
						

Il est indispensable, non pas d’enseigner la construction, mais de poser le problème (Brousseau, 1998b). Examinons maintenant diverses raisons d’avoir recours à la construction des algorithmes de calcul par l’élève même.
 Philosophie - les raisons de ne pas enseigner les algorithmes traditionnels
 • Puisqu’il existe maintenant des calculatrices et des ordinateurs, la formation de personnes capables de faire des calculs sur papier n’est plus aussi utile. Les employeurs recherchent plutôt des personnes capables de penser mathématiquement, c’est-à-dire de résoudre des problèmes, d’estimer, de faire l’analyse.
 • La méthode traditionnelle échoue auprès d’un grand nombre d’élèves. Selon une étude, seulement 60 % des Américains âgés de 10 ans ont atteint la maîtrise de l’algorithme de soustraction. Une étude japonaise démontre que seulement 56 % des d’élèves de 3e année et 74 % des élèves de 5e année ont atteint la maîtrise de ce même algorithme.
 • Un autre problème impactant de la méthode traditionnelle est qu’elle donne une image négative des mathématiques où elles sont seulement des calculs sans sens. Par exemple, on trouve ces commentaires:
 o « Les mathématiques consistent principalement en des symboles sur papier. » o « Suivre les règlements de la manipulation de ces symboles est d’importance
 primordiale. » o « Les maths, c’est surtout de la mémorisation. » o « Si on ne réussit pas un problème de mathématiques en 10 minutes, on ne le
 réussira jamais. » o « La vitesse et l’exactitude sont plus importantes en mathématiques que la
 capacité à comprendre. » o « Il n’y a qu’une seule bonne façon de résoudre un problème. » o « Les symboles mathématiques ainsi que les règlements mathématiques n’ont pas
 rapport avec la logique, l’intuition ou le monde réel. » Dans Everyday Mathematics… Les élèves qui inventent leurs propres méthodes apprennent que leur intuition est valide et que les mathématiques ont un sens. Quand les élèves inventent leurs propres stratégies en se basant sur leurs connaissances antérieures, la nouvelle connaissance est intégrée dans un réseau significatif qui permet une meilleure compréhension. En encourageant les élèves à inventer leurs propres méthodes, nous les forçons à faire face à des problèmes qu’ils n’ont jamais vus. Ainsi, nous leur offrons une expérience utile grâce à des problèmes non routiniers qui aideront à développer leurs habiletés de résolution de problèmes nouveaux et aideront aussi à découvrir une meilleure confiance en soi par rapport à ces problèmes. Les élèves seront plus motivés s’ils n’ont pas à apprendre par cœur de méthodes qui ne sont pas les leurs.
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Les élèves seront davantage habitués à expliquer leurs réponses de plusieurs façons différentes.
 «Comparés aux élèves qui ont appris les algorithmes standards, les élèves qui ont d’abord inventé leurs propres algorithmes ont mieux réussi aux évaluations de problèmes à base 10 et ont pu mieux transférer leurs connaissances à de nouvelles situations tel le calcul de la monnaie. » (D. Clements, Mathematics for Young Children)
 Alternative non formelle Dans un chapitre intitulé « Facts and Algorithms as Products of Students’ Own Mathematical Activity» du livre A Reasearch Companion to Principles and Standards for School Mathematics, Gravemeijer et van Galen discutent d’une méthode qu’ils appellent la réinvention guidée (guided reinvention) en tant qu’alternative à l’enseignement des algorithmes mathématiques au primaire. Traditionnellement, nous enseignions les algorithmes comme des recettes toutes faites à suivre dans la résolution de problème. Cependant, il existe une limite au potentiel de cette méthode, car elle ne permet pas à l’élève d’obtenir une compréhension plus générale des mathématiques (Gravemeijer 2003). Ainsi, depuis un certain temps, il y a une conception différente qui a été développée de ce que veut dire apprendre des faits et des algorithmes. Il y a eu transition de conception de la connaissance en tant que commodité transmissible vers la conception de la connaissance en tant que forme d’activité (Sfard, cité dans Gravemeijer 2003). La technique de réinvention guidée se base sur cette dernière conception. Elle consiste, au lieu de tout simplement enseigner des algorithmes, à amener les élèves à réinventer eux-mêmes les algorithmes que les mathématiciens de l’histoire ont pu développer. L’objectif, que les auteurs empruntent de Freudenthal, est de permettre aux élèves de vivre l’expérience de leurs connaissances mathématiques en tant que produit de leurs propres activités mathématiques (Fredenthal, cité dans Gravemeijer 2003). Selon Gravemeijer et van Galen, la base de l’apprentissage des processus et des algorithmes repose sur l’habileté d’opérer de manière signifiante dans un environnement mathématique. Pour rendre possible l’habileté d’opérer de façon signifiante, la séquence d’instruction devrait commencer par des problèmes qui sont réels en expérience pour les élèves. Au lieu de donner des processus tout faits aux élèves, les élèves devraient développer des processus eux-mêmes en faisant part de réflexion à la solution de problèmes précis. Éventuellement, on peut arriver à une convention de groupe quant à la méthode utilisée. Grâce à l’appui de l’enseignant, les algorithmes informels peuvent être développés en algorithmes formels. L’enseignant peut aussi décider d’apprivoiser les algorithmes informels en tant que buts en soi. Difficultés avec les algorithmes On enseigne habituellement des algorithmes aux élèves pour chacune des quatre opérations arithmétiques (+, -, x, ÷). Mais, il existe de nombreux processus. Ces processus sont liés entre eux d’une façon ou d’une autre. En rendant explicites les liens qui existent, cela améliore la structure et la cohésion du réseau.
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Il paraît que les erreurs produites par les élèves sont des conséquences naturelles qui proviennent du fait qu’ils essaient d’intégrer de nouveaux processus à leurs connaissances (Heibert, 1992). Plusieurs enfants qui n’ont pas développé le sens du nombre peuvent avoir certaines difficultés à additionner ou à soustraire. Ces enfants vont écrire un nombre de gauche à droite plutôt que selon la valeur de la position afin de pouvoir additionner ou soustraire. Une conception fausse qu’on peut même entendre de certains enfants est celle d’emprunter une dizaine d’un chiffre qui représente 1 et non 10 (Fuson, 1992). Pour faciliter la compréhension de quelques algorithmes chez certains élèves, on peut utiliser du papier quadrillé, ce qui permet de mettre l’accent sur la valeur du nombre et de la préserver (Sovchik, 1989). L’évolution du développement arithmétique chez les enfants
 Dans un chapitre intitulé « Informal Arithmetic » de son livre Children’s Mathematical Thinking, Baroody présente des résultats de recherche portant sur l’évolution du développement arithmétique chez les enfants d’âge préscolaire et chez les enfants de différents niveaux du primaire afin de suggérer des pistes pédagogiques aux enseignants. L’apprentissage des opérations de base en arithmétique se fait naturellement chez l’enfant par une série d’étapes qui dépendent les unes des autres. L’enfant va d’abord apprendre à compter en se familiarisant avec la séquence des nombres. Grâce à cette séquence, il va maintenant pouvoir développer des processus d’addition en commençant par des méthodes concrètes telles que l’utilisation des doigts ou des blocs. Petit à petit, il va, de façon naturelle, s’éloigner des méthodes concrètes et adopter des processus mentaux et/ou verbaux pour compter. Par expérience, il se rendra compte que l’ordre de l’addition (3 + 5 ou 5 + 3) n’affecte pas le résultat et il commencera à inventer des techniques de compter qui sont plus efficaces. Par exemple, il pourra lui même découvrir qu’il est plus facile de compter « 5, 6 (+1), 7 (+2), 8 (+3)… 8! » que de faire « 3, 4 (+1), 5 (+2), 6 (+3), 7 (+4), 8 (+5)…8! ». À mesure que les problèmes deviennent de plus en plus difficiles et de plus en plus ardus pour le cerveau, il va, par lui-même, inventer des méthodes qui fonctionnent de plus en plus efficacement. Une fois l’addition bien comprise, l’élève peut passer à la soustraction où il pourra utiliser des techniques découvertes dans l’addition pour trouver des différences. Encore une fois, il rencontrera des difficultés nouvelles et trouvera de nouvelles méthodes pouvant lui simplifier la tâche. La multiplication peut être comprise en faisant la connexion avec l’addition répétitive. L’élève est alors amené à utiliser ses techniques d’addition et à y ajouter une composante de répétition. Le tout est basé sur des processus où l’élève est amené à compter les sommes, les différences et les produits. La connaissance par cœur de certains produits, sommes et différences arrivera naturellement dans le processus. En fin de chapitre, Baroody propose des étapes à suivre dans l’enseignement des mathématiques au primaire pour chacune des opérations. L’addition
 1. S’assurer que l’élève connaît bien sa séquence de chiffres. 2. Commencer par l’addition et la soustraction avec le chiffre 1 afin que l’élève puisse
 développer la notion de « nombre qui suit » et de « nombre qui précède ».
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3. Faire des exercices qui amènent l’élève à voir que l’ordre des chiffres dans l’addition n’importe pas quant au résultat.
 4. S’assurer que l’élève est apte à apprendre des méthodes informelles de l’addition. Ce n’est pas toujours le cas, particulièrement chez les élèves à déficiences intellectuelles.
 5. Utiliser un modèle à incréments pour introduire l’addition. Au lieu de voir dans l’addition l’union de deux ensembles, il est parfois plus facile pour l’élève de comprendre l’addition par le processus d’ajouter des éléments à un ensemble déjà existant.
 6. Commencer par des problèmes qui utilisent de petits nombres et prendre son temps à introduire des problèmes de nombres plus grands. Ceci permet à l’élève d’inventer des processus concrets (tels compter sur les doigts) et de développer des méthodes plus efficaces à partir de celles-ci.
 7. Être patient et donner le temps aux élèves de découvrir. L’instruction verbale des méthodes de calcul est la moins désirable, car il est difficile d’expliquer un processus mental aux enfants. Cela pourrait créer plus de confusion dans leur esprit. Offrir aux élèves plusieurs occasions de découvrir par eux-mêmes les différentes stratégies.
 8. Pour certains élèves ayant des déficiences, la découverte sera peut-être impossible. On encourage alors l’implication directe de l’enseignant. Ce dernier doit toujours commencer par les petits nombres et apprendre, étape par étape, les méthodes « keeping-track » (tenir compte du nombre de fois où l’on a additionné) à l’élève.
 9. Encourager l’apprentissage et l’utilisation de méthodes « keeping-track » efficaces. On devrait encourager les enfants à partager leurs méthodes entres eux. Ceux qui n’ont pas encore maîtrisé l’habileté à reconnaître les patterns, tels celui de 0 à 10 sur les doigts, devraient être invités à le faire.
 10. Si un enfant a de la difficulté à adopter le processus qui commence le compte au plus grand chiffre de l’addition, s’assurer d’abord qu’il comprend comment faire l’addition ou la soustraction avec le chiffre 1.
 11. Trouver des méthodes efficaces pour montrer aux élèves qu’il est redondant de commencer le compte à 1 chaque fois (ex p. 147)
 La soustraction
 1. S’assurer tout d’abord que l’élève a bien maîtrisé les habiletés requises pour compter à rebours (ex : 5, 4, 3, 2, 1). En premier lieu, il doit pouvoir calculer N-1. Ensuite, l’élève doit être en mesure de compter à rebours.
 2. Encourager les processus de « keeping-track » qui sont efficaces. Une méthode suggérée est de faire des exercices où l’on demande aux élèves de compter à rebours un nombre précis de fois.
 3. Encourager le comptage (au lieu de faire 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 pour 9-7, on ferait 7, 8, 9) quand celui-ci est plus efficace.
 La multiplication
 1. Il faut rendre explicite la connexion entre la multiplication et l’addition répétitive. 2. Il faut encourager le comptage par bonds (5, 10, 15, 20) et montrer des méthodes
 efficaces de « keeping-track » pendant la multiplication.
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Stratégies de calcul arithmétique Dans un chapitre intitulé « The Development of Addition and Substraction Problem-Solving Skills”, tiré du livre Addition and Subtraction: A Cognitive Perspective, Carpenter et Moser présentent les résultats de recherche faite auprès d’enfants d’âge préscolaire et auprès d’enfants de niveau scolaire primaire concernant le lien entre leurs stratégies de calcul arithmétique et la structure des problèmes donnés. Deux résultats intéressants ressortent de leurs recherches. Tout d’abord, en remarquant que les enfants choisissaient des stratégies plus avancées de calcul lorsqu’on leur enlève la possibilité d’utiliser des objets physiques, les auteurs en concluent que le simple ajout de niveau de difficulté à un problème est une assez grande motivation pour que les élèves se développent des méthodes plus efficaces de résolution de problèmes. En deuxième lieu, lorsqu’ils ont administré des questions formulées de différentes façons, les auteurs ont remarqué que cela avait une influence sur le choix de stratégies de l’enfant. Les résultats ont même démontré que la structure du problème était le facteur principal dans le choix de la stratégie. Voici deux exemples de structure de problème pour l’opération 5-3 et les stratégies utilisées par les élèves.
 1. Jean avait 5 bonbons. Il en a donné 3 à Martha. Combien reste-t-il de bonbons à Jean? La grande majorité des enfants ont enlevé 3 blocs d’un groupe de 5 et ont annoncé que la réponse était le nombre de blocs restants.
 2. Kathy a 3 crayons. Combien de crayons doit-elle ajouter pour en avoir 5? Presque tous les jeunes ont pris trois blocs et ont ajouté des blocs jusqu’à ce qu’il y en ait cinq. Ils ont ensuite compté le nombre de blocs qu’ils ont ajoutés pour donner la réponse.
 3. Jacques a 5 ballons. Sa sœur Catherine en a 3. Combien de ballons Jacques a-t-il de plus que sa sœur? La tendance était moins grande ici, mais la plupart des jeunes ont quand même utilisé une stratégie de pairage. C’est-à-dire qu’ils ont fait un groupe de 5 blocs, un groupe de 3 blocs et ils ont fait le plus de paires possibles en utilisant un bloc de chaque groupe. Ils ont ensuite annoncé que le reste était la réponse.
 4. Il y a 5 élèves dans la cour d’école. Parmi eux, 3 d’entres eux sont des garçons, les autres sont des filles. Il y a combien de filles? Ici, la majorité des élèves ont utilisé la même stratégie qu’au numéro 1. Cependant, une minorité significative a utilisé la même stratégie qu’au numéro 2. Les auteurs en concluent qu’un problème de ce type est ambigu pour les jeunes enfants, car il présente deux sous-ensembles de variables à considérer au lieu d’un seul comme au premier problème (ici, on doit additionner des gars et des filles pour faire des élèves alors qu’au numéro 1, on additionne des billes et des billes pour faire des billes).
 La recherche semble alors démontrer qu’un élève choisira une stratégie qui tente d’imiter la structure du problème pour le résoudre. Il serait alors peut-être possible pour les enseignants, en présentant le bon type de problème, de mieux guider l’élève vers le développement d’algorithme de plus en plus complexe. Cependant, cette tendance à choisir une stratégie qui
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imite le problème semble diminuer quand les élèves font la transition vers des stratégies plus abstraites. Sans l’aide physique d’objets, les enfants vont majoritairement utiliser la stratégie du comptage (qui démontre une compréhension plus profonde du système des nombres). D’après leurs observations, Carpenter et Moser proposent deux hypothèses. Ils suggèrent d’abord que la raison pour laquelle les enfants choisissent des stratégies qui imitent le problème est qu’ils ne peuvent reconnaître l’interchangeabilité des différentes méthodes. En observant aussi que les enfants font éventuellement une transition vers des méthodes abstraites et formelles de résolution et qu’ils vont commencer à apprendre par cœur des faits numériques tels que 3 + 3 = 6 ou 8 + 2 = 10, les auteurs pensent que les élèves vont avoir des difficultés d’analyse et de résolution de problèmes une fois plus vieux. En d’autres mots, les difficultés que l’on observe chez les élèves plus vieux dans l’analyse des problèmes sont peut-être nées d’une transition d’algorithmes informels vers des algorithmes formels. Liens génétiques avec le programme de mathématiques Dans les plans d’études au Nouveau-Brunswick comme dans les autres provinces atlantiques, les opérations arithmétiques forment un cadre conceptuel permettant aux élèves d’atteindre le résultat d’apprentissage général dans le domaine du nombre et des opérations. L’appartenance à un domaine d’étude met en évidence un lien génétique entre l’opération et le nombre. Dans cette perspective, les didacticiens des mathématiques d’aujourd’hui s’appuient sur la théorie de Piaget. Les deux présentations PowerPoint résument les recherches de Piaget et celle postpiagétiennes quant à la construction du nombre chez les jeunes enfants et le passage graduel du nombre au calcul (Piaget et sa théorie et Nombre). En se basant sur les idées de Piaget selon lesquelles l’enfant lui-même doit se construire des connaissances logicomathématiques en interaction avec l’environnement au lieu de les assimiler directement de l’environnement, une collaboratrice de Piaget, Kamii et ses collègues ont conduit une expérimentation dans une école privée de New York où on ne présentait jamais les algorithmes de calcul conventionnels avant la 3e année, ce qui permettait aux élèves d’ainsi créer leur propres procédures de calcul. Les chercheurs ont obtenu les résultats qui correspondent avec la recherche de Madell (1985). Par exemple, pour calculer 53-24, les enfants ont utilisé les mêmes méthodes décrites par Madell :
 (1) 50 – 20 = 30; 30 - 4 = 26; 26 + 3 = 29 (2) 50 – 20 = 30; 4 – 3 = 1; 30 – 1 = 29 mais aussi d’autres comme celle-ci : (3) 50 – 20 = 30; 30 + 3 = 33; 33 – 4 = 29
 Voici des exemples pour l’addition 18 + 17:
 (1) 10 + 10 = 20; 8 + 7 = 15; 20 + 10 = 30; 30 + 5 = 35; (2) 10 + 10 = 20; 8 + 2 = un autre dix; 20 + 10 = 30; 30 + 5 = 35 (3) 10 + 10 = 20; 7 + 7 = 14; 14 + 1 = 15; 20 + 10 = 30; 30 + 5 = 35
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Les auteurs observent que dans leurs algorithmes, les enfants procèdent de gauche à droite contrairement à ce qui est enseigné dans les processus standards. Voici des exemples de multiplication 125 x 4 qui confirment cette observation :
 (1) 4 x 100 = 400; 4 x 20 = 80; 4 x 5 = 20; 400 + 80 + 20 = 500 (2) 4 x 100 = 400; 4 x 25 = 100; 400 + 100 = 500
 Il est toutefois surprenant que dans le cas de division comme 74 ÷ 5, les enfants utilisent encore la méthode de droite à gauche, contrairement à ce qui est généralement enseigné :
 (1) 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + … avant que le total ne soit 74 (les enfants accompagnent souvent leurs calculs de gestes avec leurs cinq doigt d’une main et en prononçant « cinq, dix, quinze, vingt, etc. »
 (2) 5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 25 en comptant par cinq doigts; puis ils disent « Puisque cinq de cinq vaut 25, dix cinq vaut 50. Quatre cinq valent 20 et 50 + 20 = 70. Alors, le résultat est 14 de cinq, plus le reste de 4. »
 Ou le même raisonnement, mais sous forme réduite : 10 x 5 = 50; 4 x 5 = 20; donc 14; reste 4. Dans le modèle de Kamii, le mode mental est favorisé, car il force l’enfant à parler à d’autres enfants et ainsi à verbaliser son raisonnement. De même, les chercheurs ont limité l’usage de blocs à base de 10, car premièrement, la source de connaissances logicomathématiques est l’action mentale de l’enfant plutôt que l’opération sur des objets du monde extérieur et, deuxièmement, le concept de la dizaine est un objet plus complexe qu’une dizaine de blocs empilés. L’interaction avec les autres jeunes est une pierre triangulaire de ce modèle. Lorsqu’un élève annonce le résultat de son calcul, il doit expliquer son raisonnement à tout le groupe-classe en faisant valider sa solution par les autres membres de la communauté d’apprenants. Cet échange de points de vue est important dans la perspective constructiviste. Le rôle de l’enseignant consiste à promouvoir et à nourrir cette discussion sans toutefois y intervenir de façon directe. Les recherches démontrent que cette approche favorise l’émergence d’une nouvelle culture de salle de classe. Dans cette approche, les enfants apprennent à :
 1) expliquer et à soutenir leur opinion, 2) renforcer la compréhension de la valeur de la position dans un nombre, 3) développer un meilleur sens des nombres,
 ce qui, en même temps, représentent des avantages de cette approche. L’étude conclut que si nous sommes sérieux en reformant l’école, nous devons comprendre comment l’enfant pense et réexaminer constamment nos croyances quant à notre enseignement. Projet Investigation Dans l’approche basée sur le développement de processus de calcul, les enfants sont souvent appelés à trouver deux solutions au problème et à expliquer comment elles fonctionnent. Par exemple, l’enfant de 4e année pourrait expliquer que son calcul 4 x 19 est le produit de 4 x 20 = 80, puis soustraire 4 pour obtenir 76. La seconde façon pourrait être 4 x 10 = 40, puis 4 x 9 = 36.
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Les deux stratégies se basent sur la loi distributive de multiplication et sur la compréhension de relations numériques. Le but de ce processus n’est pas que l’enfant invente constamment une nouvelle stratégie, mais c’est plutôt de l’encourager à rendre plus efficace la stratégie qui a du sens pour lui. En cours de route, les enfants développent de nouvelles stratégies qui deviennent de mieux en mieux. Les enfants sont appelés à échanger sur leurs stratégies en articulant leurs propres idées et en écoutant les solutions de leurs pairs. Dans tous les cas, les élèves doivent rencontrer des standards établis pour leur niveau de compétence en fournissant des preuves rigoureuses que leurs stratégies fonctionnent et donnent les résultats escomptés. Dans l’approche Investigations, le développement d’algorithmes de l’enfant est basé sur les connaissances du répertoire mémorisées à partir desquelles se bâtissent de nouvelles stratégies qui permettent à l’enfant de raffiner et d’élargir ses stratégies naturelles. Il fait cela en construisant une meilleure compréhension des relations entre les nombres et en examinant différentes manières de composer et de décomposer les nombres. Il travaille souvent avec les combinaisons des additions qui donnent le même total. Exemple
 Par exemple, l’enfant commence avec 6 + 6 = 12, puis, il peut déduire que 7 + 5 = 12, 8 + 4 = 12, etc. Cela devient l’objet de pratiques quotidiennes sous forme de jeux de nombres et autres activités. Dans cette approche, l’enfant est appelé à dépasser les contenus traditionnels de son niveau. Par exemple, lorsqu’on cherche toutes les décompositions de 36 en produit de facteurs, il ne se limite pas aux faits communs tels que 4 x 9 ou 6 x 6, mais il ira plus loin avec 18 x 2 et 2 x 3 x 6 (3e année). Les recherches sur l’efficacité de cette approche ont démontré que comparativement à ceux d’une salle de classe traditionnelle, les élèves de la salle de classe expérimentale utilisent des procédures plus riches (avec une plus grande variété de représentations) et des nombres plus grands.
 Exemple
 Trouver différentes représentations du nombre 25 (salle de classe traditionnel) ou 150 (salle de classe expérimental). Traditionnel : 24 + 1; 2 + 23; 26 – 1; 5 x 5; 25 + 0. Expérimental : 50 x 3; 70 + 60 + 20; 500 – 400 + 50; 50 x 2 + 30 + 20; 60 + 50 + 40
 Exemples d’algorithmes développés par les jeunes lors d’une réinvention guidée
 « Après un mois à l’école en Hollande, où les élèves apprennent les maths avec la stratégie de la réinvention guidée, j’ai commencé à voir des différences incroyables dans le sens du nombre de mon fils Robert (8 ans). Il était capable de faire ses problèmes avec beaucoup plus de rapidité, d’exactitude et de confiance. Par exemple, je lui ai demandé de résoudre 702 – 635. Il a expliqué, « 700 - 600 c’est 100. La différence entre 2 et 35 est de 33 et
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100 - 33 c’est 67. » Quand il a essayé d’utiliser l’algorithme traditionnel, il a fait une erreur d’emprunt et cela l’a beaucoup frustré. Je lui ai ensuite demandé de faire 23 x 12. Il a expliqué, « 23 fois 10 c’est 230, 23 fois 2 c’est 46, 230 plus 46 c’est 276. »
 Ce problème de multiplication était beaucoup plus difficile que les problèmes suggérés par les programmes d’études traditionnels. J’ai été impressionné de la flexibilité et de la diversité des méthodes qu’il avait développées en quelques mois seulement. » (E. Torrence, Realistic Math Makes Sense for Student) La méthode de réinvention guidée mentionnée plus haut consiste à laisser les élèves développer leurs propres algorithmes en travaillant à des problèmes choisis tout particulièrement pour les faire réfléchir à des méthodes de résolutions nouvelles. Une fois les démarches trouvées, les élèves partagent entres eux leurs solutions. (Algorithms in Everyday Mathematics) Exemples
 Une enseignante de 3e année enseignait la soustraction: « Je ne peux pas soustraire 8 de 4 alors… » 64 -28 Un élève de la salle de classe intervient : « Oui tu peux! 8 64 de 4 c’est –4! » -28 -4 « Et en plus, 60 moins 20 c’est 40 » 64 -28 -4 40 « Et –4 et 40 donnent 36! » 64 -28 -4 40 36 L’élève a donc inventé un algorithme très créatif et utilisable. (D. Clements, Mathematics for Young Children)
 « Le groupe-classe a 4 boîtes de 10 beignes. Si Charles arrive avec un sac de 17 beignes, il y a combien de beignes en tout?» Voici la solution de 4 élèves : Bill sort 40 jetons et ensuite sort 17 jetons. Il compte le tout et dit 57. Mike sort 40 jetons et 17 jetons. Il réunit les 40 premiers jetons en groupes de 10 et ensuite, de 40, commence à compter les 17 autres jetons. Il arrête à 57.
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Maya compte tout de suite par groupes de 10 jusqu’à 40 en utilisant ses doigts (elle en lève un pour chaque dizaine). Une fois à 40, elle baisse les doigts pour les utiliser à compter le 17. De 40 à 50, elle lève un doigt pour chaque nombre. À 50, elle baisse les doigts de nouveau et les utilise pour compter le 7 qui reste. Vicky annonce : « Ça, c’est 40 et 10 autres, ce qui donne 50. Il en reste 7 autres, ce qui donne 57 ». Référence : http://staff.wcasd.k12.pa.us/teachers/pwhitehead/mathmonthly.htm « 302-104 ? » Si j’enlève 100 de 302, ça fait 202. Ensuite, il m’en reste 4 à enlever. C’est la même chose que dire 200 moins 2 ce qui donne 198. Référence : http://staff.wcasd.k12.pa.us/teachers/pwhitehead/mathmonthly.htm
 « Jean avait 73 dollars. Il en dépense 51 pour s’acheter un serpent. Combien de dollars lui reste-t-il? » 70 moins 50, ça fait 20. Et 3 moins 1, ça donne 2; alors la réponse est 22. Référence : http://staff.wcasd.k12.pa.us/teachers/pwhitehead/mathmonthly.htm
 Pourquoi c’est bien de laisser les élèves inventer?
 Il faut travailler vers un programme qui présente des problèmes accessibles et à défis pour les élèves. Un programme qui leur permet de décider de quelle façon ils vont procéder pour résoudre les problèmes. De cette façon, on s’attend à ce que les enfants utilisent diverses stratégies et qu’ils partagent leur opinion face aux stratégies. S’ils peuvent mettre les stratégies en pratique, ils pourront les vérifier et en trouver les limites, les représenter sous une autre forme, les comparer à d’autres stratégies, en trouver les avantages et les désavantages, puis finalement choisir la stratégie qui est la plus appropriée à leur méthode de travail. Comment enseigner les algorithmes Certains facteurs doivent être pris en considération lorsqu’on enseigne les algorithmes.
 • Selon le vécu de l’enfant, sa culture et ses valeurs, il peut déjà avoir créé des algorithmes et ils ne sont pas moins importants.
 • La technologie peut influencer l’importance des algorithmes; ils peuvent devenir plus importants, moins importants ou demeurer tels quels.
 • Il existe 3 types de procédures face à une tâche : o le calcul mental o le calcul avec crayon et papier o le calcul à l’aide de la technologie
 • Un même algorithme peut être utilisé de différentes façons. • Pour utiliser un algorithme, il faut des outils et en connaître l’utilisation.
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En salle de classe, on semble mettre l’accent sur des algorithmes écrits formellement, tandis que dans la vie de tous les jours, les enfants sont face à des stratégies mentales informelles. Exemple
 « Quelle est la somme de 36 et 79? Effectuez ce calcul à l’aide d’une feuille et un crayon» Nous nous attendons que tous les élèves d’une classe procéderont de la même façon, c’est-à-dire,
 1. Effectuer la somme des unités 6 et 9, ce qui donne 15, 2. Écrire le chiffre 5 sous la position des unités et retenir 1. 3. Faire la somme des dizaines, 3, et 7, ce qui donne 10, mais avec le 1 retenu, on obtient 11. 4. Écrire 11 à la gauche du 5, ce qui donne une réponse finale de 115.
 Par contre, si les élèves de cette même classe serait demandés d’effectuer la somme mentalement, la situation n’est plus la même.
 Procédures
 Certains enfants ont tendance à soustraire le plus petit chiffre du plus grand. Exemple : 62 (2 et 5 ---3) -25 4 37 L’explication de l’enfant : «62… Tu as 62. Soustrais 20… Il reste 40. Maintenant, tu… Par la suite, les chiffres 2 et 5. 40 et soustrait 5 de… soustrait 5 de 2. Soustrait 2 de 5, et ensuite, tu es 3 de 40. Soustrais 3 de 40, ce qui donne 37. La réponse est 37».
 Il existe également une procédure quand à la multiplication qu’on appelle indo-arabique. Exemple : 432 * 378 432 *378 3456 Chaque rangée est obtenue en multipliant le nombre du haut (432) 3024 avec un chiffre du bas. 1296 163296 D’autres personnes vont encore plus en détail. 432 * 8 (de 378) 16
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24 Chaque produit obtenu est inscrit 32 3456
 Divers algorithmes
 Lors de chaque opération arithmétique faite en salle de classe, les élèves ont recours à différentes méthodes apprises de leurs parents, de leurs camarades de classe, de l’enseignant, ou de toute autre personne avec qui ils sont en contact. Voici une liste d’algorithmes utilisée fréquemment par les élèves dans les opérations telles que l’addition, la soustraction, la multiplication et la division. En lisant cet article, vous pourrez peut-être reconnaître certaines de vos procédures qui sont ni plus, ni moins importantes que d’autres. Additions
 Quand vient l’addition, souvent les élèves vont additionner mentalement les chiffres selon leur position dans le nombre; il y a seulement des regroupements à la fin du calcul quand ces sommes partielles sont additionnées ensemble. Par exemple, nous avons l’addition 27 + 56; certains élèves vont additionner 20 + 50 = 70, ensuite 7 + 6 = 13 et pour finir 70 + 13 = 83. On pourrait donc utiliser des blocs à base de dix pour les élèves qui ont des difficultés. Cette méthode met l’accent sur la position du chiffre dans le nombre plutôt que sur les colonnes. D’autres élèves vont complètement reformuler le problème.
 27 + 56 = 25 + 50 + 2 + 6 = 75 + 8 Quand les nombres deviennent plus grands ou qu’ils contiennent des décimales, cela peut devenir difficile pour les élèves. Soustractions Les élèves semblent avoir de la difficulté à développer des algorithmes pour la soustraction; voici deux méthodes qui ont fonctionné pour certains élèves.
 Additionner
 Les élèves, au problème 41 – 25, se poseraient les questions suivantes : « Combien éloignés sont les nombres 41 et 25? » « Combien est-ce que je dois additionner à 25 pour arriver à 41? » Par exemple : 124 – 79 = ? 79 + 1 80+ 40 120+ 4 124 45
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Différences partielles
 Dans cette méthode, on met l’accent encore une fois sur la valeur de la position du chiffre plutôt que sur la colonne. Par exemple, l’enfant dira « Cinq cents moins deux cents », plutôt que « cinq moins deux ».
 Multiplications
 Produits partiels
 Cet exemple met également l’accent sur la valeur de la position du chiffre. 24 *37 28 140 120 600 888 L’élève a débuté avec 4*7 (28), 20*7 (140), 30 *4(120) et 30*20 (600)
 Divisions
 Il existe deux styles standards pour résoudre des divisions. Le premier serait une situation telle la suivante. « Il y a 50 billes qui doivent être divisées parmi 8 enfants ». Un enfant peut deviner 5 billes pour chacun ou 40. À ce point, il devrait être clair qu’avec les billes qu’il reste, chaque enfant pourrait en recevoir une autre, ce qui ferait un total de 48 billes et il en reste 2. La deuxième procédure est la suivante : En divisant 847 par 9, l’enfant se pose la question : « Combien de fois 9 va dans 84? » plutôt que « Combien de 9 puis-je avoir dans 847? ». L’enfant ne met donc pas l’importance sur le sens du nombre.
 Le fait d’inventer, d’utiliser et de discuter des algorithmes va augmenter le sens du nombre et le sens des opérations chez les enfants. Cela étant dit, les élèves sont plus flexibles dans leurs pensées et dans leur choix d’une procédure la plus appropriée au problème. En partageant leurs stratégies, les élèves développent davantage leur raisonnement et leurs habiletés à communiquer et ils sont exposés à diverses méthodes pour solutionner un problème.
 Mauvaise utilisation des algorithmes L’approche constructiviste peut faire surgir certains problèmes causés par une mauvaise utilisation des algorithmes. Un de ces problèmes est que certains algorithmes utilisés par les élèves ne leur font pas développer le sens du nombre. Une façon de procéder avec les élèves pour connaître leur conception face au sens du nombre serait de suivre l’exemple suivant.
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Demander aux élèves de calculer 876 + 359. Lorsque les élèves expliquent comment ils sont arrivés à la réponse 1235, l’enseignant note ce que les élèves disent pour chaque colonne (6 + 9 = 15, 7 + 5 + 1 = 13, et 8 + 3 + 1 = 12) donc, 15 13 +12 40 Ceci permettra donc aux élèves de voir que la valeur de la position du chiffre a de l’importance.
 Pour développer davantage les procédures des élèves, on peut leur poser les problèmes suivants : 366+199, 491 + 99, 601 + 199. La méthode constructiviste encouragerait le fait que l’enfant puisse éventuellement dire qu’il a trouvé la somme de 366 + 199 en changeant cette phrase mathématique à 365 + 200, ce qui donne comme réponse 565. Il ne faut pas par contre imposer cette méthode à l’ensemble du groupe-classe puisqu’on veut que les élèves inventent leur propre procédure et, de surcroît, ce n’est pas une procédure qui fonctionnerait pour chaque élève.
 En enseignant les algorithmes, certains enseignants vont donner aux enfants en difficulté des méthodes pour trouver une solution. Cependant, il faut comprendre que lorsque ces enfants oublient une étape, s’ils n’ont rien développé par eux-mêmes auparavant, qu’ils ont seulement appris un algorithme par cœur, ils n’auront rien sur quoi s’appuyer. Lorsqu’on force l’apprentissage d’un algorithme chez un enfant, on lui montre que la logique de cette procédure est trop compliquée pour lui, alors en suivant ces étapes, il aura la bonne réponse. Il est donc primordial de donner du temps aux élèves pour qu’ils puissent développer leur propre logique des mathématiques (Kamii, 1998). Les élèves sont capables de développer leurs propres algorithmes, particulièrement quand l’occasion leur en est donné. En créant des algorithmes, les enfants développent une compréhension plus profonde et plus flexible des opérations mathématiques. Lorsqu’ils partagent leurs algorithmes, cela nous ouvre une fenêtre sur le fonctionnement de leur pensée quant aux résolutions de problèmes. De plus, cela peut encourager d’autres élèves à développer eux aussi un algorithme qui répond à leurs besoins. Les problèmes qui sont associés aux algorithmes peuvent donc être évités (Baek, 1998).
 Résumé du texte de “The Lemonade Bottles Problem”, texte de Fielker
 Dans un journal Internet sur l’enseignement des mathématiques, David Fielker, en utilisant un ton humoristique qui rend la lecture très agréable, raconte l’expérience de sa propre découverte des bienfaits de l’enseignement constructiviste des algorithmes auprès d’élèves du niveau primaire. L’auteur explique d’abord qu’il a commencé à observer que plusieurs de ses élèves oubliaient les algorithmes ou ne pouvaient pas dire pourquoi les nombres fonctionnent comme ils sont sensés le
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faire. C’est alors qu’il a décidé d’essayer de trouver d’autres algorithmes à montrer aux jeunes afin de les inciter à expliquer pourquoi ces algorithmes pouvaient fonctionner. Voici quelques exemples.
 1- Tout d’abord, pour la multiplication de 123 par 456, on fait un tableau comme celui-ci :
 1 2 3 4 40 000 8 000 1 200 5 5 000 1 000 150 6 600 20 18
 La réponse est alors la somme de chaque case. 2- Un exemple semblable. On fait la multiplication de 123 par 456 en traçant ce tableau :
 1 2 3
 1
 4
 1 1 5
 1 1 6
 0 8 8
 La réponse est donc obtenue en faisant la somme le long des diagonales (quand la somme d’une diagonale est plus grande que 9, on emporte les dizaines dans la diagonale suivante à gauche). 3- Afin de montrer aux élèves comment certains algorithmes peuvent rendre les calculs plus efficaces, l’auteur a montré cette suite d’algorithmes qui utilise de moins en moins d’étapes : 4 étapes : 23
 45 ----- 800 120 100 15 ----- 1035 2 étapes : 23 45 ----- 920
 4 8 2
 5 5 5 0
 6 6 2 8
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115 -----
 1035
 1 étape : 23 45 ----- 1035 ----- 21
 Lorsqu’il a remarqué qu’une telle méthode était efficace et que les élèves étaient plus motivés et comprenaient mieux les algorithmes et les mathématiques, il a décidé d’essayer de transférer la stratégie à la prochaine étape : laisser les élèves inventer leurs propres algorithmes. Sa première expérience de cette pédagogie a eu lieu lorsqu’il essayait d’enseigner la soustraction dans : 73 - 45 --- et qu’il a demandé au groupe-classe pourquoi il ne pouvait pas soustraire 5 de 3. Un élève l’a pris par surprise et a répondu : « Mais oui, tu peux! Cela donne –2. » Alors ils ont poursuivi ainsi : 73 -45 --- 30 -2 --- 28 Ensuite, Fielker a décidé de tenter une expérience dans une salle de classe où les élèves n’avaient pas encore appris d’algorithmes pour la division. Il a posé un problème de division aux élèves en donnant la directive qu’ils étaient libres de solutionner le problème de la manière qu’ils désiraient sans avoir recours à la calculatrice. Voici le problème.
 Une firme a 10 000 bouteilles de limonade à livrer en boîtes au supermarché. Chacune des boîtes peut contenir 36 bouteilles. De combien de boîtes la firme aura-t-elle besoin?
 Plusieurs stratégies sont sorties du travail des élèves. En voici une. 10000 - 36
 ----------- 9964 - 36
 ----------- 9928 - 36
 -----------
 Une élève a continué ce travail pendant tout le cours. Fielker ne savait pas quoi en penser au début, mais il s’est ensuite rendu compte que cette élève avait au moins compris que la soustraction était une méthode de se rendre à la réponse et, pendant le cours, elle a eu la chance de pratiquer son algorithme de division beaucoup plus qu’elle ne l’aurait fait sur des feuilles de travail.
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9892 - 36
 ----------- 9856
 D’autres groupes d’élèves ont utilisé une méthode semblable, mais ont trouvé une manière d’accélérer la soustraction. Certains faisaient la soustraction avec 72, 108 ou 360 au lieu de 36. Nicole et Jessica ont additionné des 360 et ont trouvé que 14 additions de 360 donnaient 5 040 et que deux fois ce nombre donnaient 10 080, ce qui était assez proche du nombre de bouteilles et représentait 280 boîtes. Nada et Sam ont commencé à dessiner les 10 000 bouteilles et à les regrouper dans des boîtes de 36 jusqu’à ce qu’ils se rendent compte qu’il serait plus efficace de seulement dessiner les boîtes et faire l’addition des 36. Ils se sont ensuite rendu compte qu’ils pouvaient grouper les boîtes de 36 en groupe de 3, ce qui donne 108 et additionner les 108. Cory a multiplié 500 par 36 et ça lui a donné 10 800. C’était 800 de trop, alors il a commencé à soustraire des 36 de 10 800 jusqu’à ce qu’il se rende compte que ça serait plus efficace de soustraire des 108. Hannah a essayé de trouver les multiples de 36 en essayant d’approcher 10 000. Éventuellement, elle est arrivée à 36 x 280, ce qui lui donnait 10 080. 279 lui donnait 10 044, 277 donnait 9 972, alors elle a écrit « 278 boîtes avec 8 espaces à bouteille qui restent. » Brian et Chris ont fait quelque chose de semblable après avoir écrit le problème sous forme algébrique : 36 x ? = 10 000 Michael et Erika ont fait pareil, mais en utilisant l’algorithme de multiplication et des tableaux présentés plus haut. À la fin, tous les élèves ont pu voir que 277 boîtes pouvaient contenir 9972 bouteilles et que 278 boîtes pouvaient en contenir 10 008. Il était donc nécessaire d’en avoir 278, mais la dernière boîte aurait seulement 28 bouteilles. L’auteur discute ensuite des désavantages de la méthode traditionnelle. Il a répété l’expérience avec un groupe de 5e année qui avait déjà appris l’algorithme de la longue division. Plusieurs élèves ont su trouver la réponse numérique à la question, mais ne pouvaient pas interpréter cette réponse. Ils disaient, par exemple, que la solution est « 277 avec un reste de 28 », mais ne pouvaient pas expliquer ce que ce reste représentait. (Un groupe pouvait même vérifier sa réponse en faisant 277 x 36 et en ajoutant 28 pour avoir 10 000, mais ne pouvait pas déterminer combien de boîtes étaient nécessaires.) Certains élèves se souvenaient d’avoir appris la division mais n’arrivaient pas à se souvenir comment la faire et, au lieu d’essayer des méthodes alternatives, ils ont perdu leur temps à essayer de se souvenir de l’algorithme de la longue division. Fielker présente ensuite les difficultés qu’il a eues, surtout auprès des parents, en voulant implanter cette nouvelle pédagogie. Ils étaient réticents envers les nouvelles méthodes et ne faisaient pas confiance au pédagogue. Il a donc dû préparer pour eux un feuillet d’information qui communiquait les résultats de sa recherche. Parmi ces résultats, notons les plus importants.
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Dans la méthode traditionnelle, les élèves :
 • suivaient les étapes avec peu de compréhension • pouvaient peut-être appliquer les méthodes de calcul à des problèmes dans les manuels,
 mais ne pouvaient pas interpréter les réponses à de vrais problèmes • ne pouvaient jamais expliquer leurs méthodes • s’attendaient à ce qu’on leur dise quoi faire et comment faire
 Dans la méthode constructiviste, les élèves :
 • sont capables de parler des mathématiques • ont des idées en mathématiques • peuvent expliquer ce qu’ils font et pourquoi
 • peuvent inventer leurs propres méthodes • peuvent trouver les mathématiques amusantes! La transformation a été longue mais très fructueuse : • les mathématiques peuvent maintenant être apprises de façon plus efficace et plus rapide • les élèves peuvent s’enseigner entre eux des techniques • ils peuvent démontrer de la confiance et résoudre des problèmes avec leurs propres
 méthodes • les nouveaux élèves arrivant à l’école entrent plus facilement dans le déroulement de
 l’apprentissage. Avec cette méthode, les élèves : • utilisent des connaissances antérieures • décident des méthodes à utiliser • discutent des avantages et désavantages des méthodes • développent de nouvelles idées et une plus grande compréhension des concepts et du
 processus de la division • peuvent voir des relations • peuvent transmettre leurs connaissances au monde réel. En terminant, l’auteur parle de la possibilité d’utiliser les méthodes développées par les élèves ainsi que de la discussion pour arriver, tout le groupe ensemble, à un algorithme standard à utiliser. Puisque l’algorithme est développé par et pour les élèves, il a plus de valeur et se retient plus facilement. Si un élève l’oublie, il peut le reconstruire ou utiliser une autre méthode. Le texte original se trouve au site Internet suivant : http://simpler-solutions.net/pmachinefree/flom/flom.php?id=P239
 Diversité individuelle et algorithmes Résumé du travail de Ginsburg (Ginsbursg, 1982)
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Le contexte de diversité individuelle et de multiculturalisme que nous trouvons maintenant dans nos salles de classe est peut-être une raison de plus pour considérer la nécessité d’une scolarité constructiviste des algorithmes. En effet, ne vous semble-t-il pas ridicule d’enseigner une seule façon de faire à des élèves venant d’une multitude d’environnements différents et ayant donc assimilé plusieurs façons uniques de comprendre les nombres? À qui de choisir cette façon idéale d’additionner ou de soustraire? Les recherches de Ginsburg portent sur les différences cognitives et mathématiques entre les différentes cultures et groupes sociaux. En premier lieu, il a étudié la différence entre des enfants américains et des enfants africains quant à leur succès à faire des additions mentales et écrites. Les résultats sont assez impressionnants. Les Africains de tous les âges, sauf les premières années du primaire, ont obtenu un même score que les Américains. Encore plus intéressant, on remarque que les Africains qui ne sont pas scolarisés peuvent réussir aussi bien que leurs collègues scolarisés. Deux conclusions en ressortent. Tout d’abord, puisque les Africains non scolarisés peuvent réussir sans l’apprentissage formel des algorithmes, il s’ensuit que l’utilisation d’algorithmes informels peut être aussi efficace. L’auteur va même jusqu’à dire que « Les enfants scolarisés ont beaucoup plus tendance à utiliser l’algorithme standard appris en salle de classe dans la résolution d’addition par calcul mental. Notre recherche démontre que l’école n’aide pas à améliorer la résolution de problèmes en général; elle va plutôt donner une méthode pécise qui est efficace pour certains types de problèmes. » (Ginsbursg, 1982) En deuxième lieu, l’auteur émet l’hypothèse que la raison pour laquelle les élèves africains de premiers niveaux scolaires réussissent moins bien que les Américains est qu’ils doivent apprendre dans un système qui n’est pas de leur culture. C’est-à-dire qu’ils doivent tout d’abord s’adapter à la langue française qui n’est pas leur langue maternelle et qu’ils doivent s’adapter aux méthodes d’enseignement occidentales qui ne sont pas les mêmes que leurs méthodes traditionnelles. Ainsi, l’apprentissage d’algorithmes formels serait néfaste à des élèves de cultures différentes. Voilà une raison selon laquelle il est important d’encourager les élèves à développer leurs propres algorithmes. Ainsi, ils pourront trouver des stratégies qui collent à leur individualité et la pédagogie respectera les rythmes individuels des élèves.
 Suggestions aux enseignants • Encourager les élèves à utiliser toute méthode qu’ils veulent pour la résolution de problèmes. • Commencer par laisser les élèves résoudre des problèmes en inventant leurs propres
 méthodes. • L’environnement de l’école et de la salle de classe doit aider à développer un sentiment
 d’appartenance et de soutien afin que l’élève ait suffisamment confiance en ses habiletés. • Assurez-vous de donner assez de temps aux élèves pour expérimenter différentes méthodes
 de résolution. • Il faut donner un contexte réel au problème.
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• Il doit y avoir une discussion et un partage des stratégies entre les élèves et l’enseignant et entre les élèves et leurs camarades. Discutez des raisons pour lesquelles une méthode fonctionne ou ne fonctionne pas et, si elle s’applique à tous les types de problèmes, pourquoi elle est la plus efficace, etc. Il est important aussi d’amener les élèves à se rendre compte que les mathématiques sont basées sur la logique et le raisonnement objectif et non sur les connaissances de l’enseignant.
 • Une fois que la phase d’inventions est complète, les enseignants sont invités à présenter
 plusieurs autres algorithmes qui n’ont pas encore été présentés par les élèves, afin de promouvoir l’idée qu’il y a plusieurs façons de résoudre un problème. C’est ce qu’on appelle la phase d’algorithmes alternatifs.
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